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Введение
Объектом исследования настоящей работы являются проблемы гео-
метрии выпуклых (конечных) множеств геодезического пространства.
Актуальность. Метрическая геометрия возникла в 20–30-е годы два-
дцатого века в работах К. Менгера, П. С. Урысона, А. Вальда, С. Э.
Кон-Фоссена, К. Куратовского, Ф. Хаусдорфа, И. Шёнберга и других
математиков. В этот начальный период метрическая геометрия еще не
приобрела известность, а сам термин «метрическая геометрия» имел
более узкий смысл. В 40–60-е годы были созданы основы метрической
геометрии в фундаментальных работах Г. Буземана, А. Д. Алексан-
дрова, В. А. Ефремовича, Л. М. Блюменталя, В. А. Залгаллера, Ю. Г.
Решетняка, Ю. Д. Бураго и их учеников. С 70х годов начался совре-
менный этап развития метрической геометрии, достижения которого
отражены в монографиях Г. Буземана [26]; Г. Буземана, B. B. Phadke
[27]; М. Л. Громова [41]; А. В. Погорелова [69]; W. Ballmann [9]; A.
Papadopoulos [67]; M. Bridson, A. Haeffliger [22]; С. В. Буяло, В. Шрёдер
[34]; М. М. Деза, М. Лоран [44]; в первом учебнике на русском языке Ю.
Д. Бураго, Д. Ю. Бураго, С. В. Иванова [28]; в обзорахЮ. Г. Решетняка
[71]; В. Н. Берестовского, И. Г. Николаева [16] и некоторых других обзо-
рах и монографиях. Кроме того, большое количество новых результатов
пока не описано в обзорах, монографиях и учебниках, они содержатся
лишь в научных статьях, число которых стабильно растет. В настоящее
время установилось много взаимосвязей метрической геометрии с ком-
бинаторной геометрией, геометрией близости [50], римановой геометри-
ей «в целом» [30], теорией гиперболических групп, теорией фракталов,
геометрической теорией меры [80], нелинейным функциональным ана-
лизом, субдифференциальным исчислением [51], выпуклым анализом
[70, 68], теорией некорректных задач, теорией вероятностей, теорией
графов [44], теорией приближений [77, 75] и другими разделами ма-
тематики [45]. Эти взаимосвязи поддерживают актуальность метриче-
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ской геометрии и постоянный приток в нее новых задач. Кроме того,
развитие метрической геометрии связано с важностью и распростра-
ненностью метрических свойств объектов, исследуемых в различных
разделах математики и прикладных науках, а также с тем, что по ме-
ре накопления геометрических фактов, полученных другими методами
(например, методами математического анализа), проясняется метриче-
ская природа многих из них.
Г. Буземан метризовал группу всех движений метрического про-
странства и доказал, что в случае конечной компактности метрического
пространства (сейчас чаще употребляются термины: собственное мет-
рическое пространство [22, с. 2] или ограниченно-компактное метриче-
ское пространство [28, с. 17]) эта группа является конечно-компактным
метрическим пространством [25, c. 30, 32]. В. Н. Берестовским было
доказано, что метрическая топология Буземана в группе всех движе-
ний конечно-компактного метрического пространства эквивалентна ее
компактно-открытой топологии и группа всех движений однородного
G-пространства Буземана является группой Ли [15, 14]. Для группы
подобий аналогичные исследования проведены в [s2], [19] и [42].
Известно, что одним из условий в определениях G-пространства Бу-
земана [25, с. 54] и хордового пространства [27, c. 23] является усло-
вие конечной компактности метрического пространства. Актуальной
задачей является ослабление условия конечной компактности метри-
ческого пространства, поскольку оно исключает из исследования мно-
гие геометрические объекты гильбертовых многообразий (в частности,
гильбертовых пространств) и бесконечномерных банаховых многооб-
разий, а также ограничивает общность исследования наилучших ап-
проксимирующих множеств (например, чебышевских центров или наи-
лучших N -сетей) ограниченных множеств, возникающих при решении
геометрических задач или задач теории приближений. На этом пути
были исследованы некоторые свойства выпуклых множеств в обобщен-
но хордовом пространстве (обобщенном G-пространстве Буземана) [s4,
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s6], обобщающие соответствующие свойства выпуклых множеств в хор-
довом пространстве (G-пространстве Буземана) [27, с. 65, 74, 75, 79,
80-82], [25, с. 154, 157, 160]. В более общей ситуации (то есть при отсут-
ствии собственности метрического пространства) были использованы
условие неположительности кривизны по Буземану и понятие диффе-
ренцируемого пространства по Буземану в точке, что позволило обоб-
щить и начать исследование касательного пространства по Буземану
в точке геодезического пространства [s18]. Другие подходы проработа-
ны более глубоко и основаны на понятиях конуса над пространством
направлений [2], касательного конуса по Громову–Хаусдорфу [28, с.
328] и их модификаций с использованием дифферецируемости в мет-
рическом пространстве, ультрасходимости метрических пространств и
отображений [60]. Известно, что некоторые метрические свойства (на-
пример, аппроксимативные свойства) множеств в равномерно выпук-
лом банаховом пространстве связаны со свойствами метрической или
обобщенной метрической проекции на эти множества. Эти свойства ис-
следовались Б. Секефальви–Надь [23, теорема 3.35], Ю. А. Брудным,
Е. А. Гориным [23], С. Б. Стечкиным, Н. В. Ефимовым, Л. П. Вла-
совым (см. обзор [37]), А. В. Мариновым [61, 62, 63], I. Singer [76] и
другими математиками. Обобщенная метрическая проекция имеет так-
же важное значение для исследования ε-квазирешений и квазирешений
операторных уравнений первого рода [61, 58, 59]. Оказалось, что мно-
гие из таких свойств допускают обобщение на геодезические простран-
ства, удовлетворяющие дополнительным условиям, обеспечивающим в
совокупности аналог свойства равномерной выпуклости банахова про-
странства [s7, s12, s13]. Аналог равномерной выпуклости в геодезиче-
ском пространстве дает возможность получить достаточные условия
существования и единственности чебышевского центра ограниченного
множества и исcледовать геометрические свойства наилучших N -сетей
ограниченных множеств. В банаховых и гильбертовых пространствах
свойства чебышевских центров и наилучших N -сетей ограниченных
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множеств исследовали А. Л. Гаркави [39, 40], П. К. Белобров [11, 12], D.
Amir, J. Mach, K. Saatkamp [3, 4], L. Vesely [36], A. Wisnicki и J. Wosko
[79], В. С. Балаганский [10]. В метрическом пространстве свойства че-
бышевского центра ограниченного множества исследовались при более
сильных ограничениях на пространство [65, 35], [9, c. 26]. Аналогично
ситуации с чебышевским центром, некоторые результаты С. И. Дудо-
ва и И. В. Златорунской [46, 47] о наилучшем приближении в метрике
Хаусдорфа выпуклого компакта банахова пространства шаром допус-
кают обобщение на случай специального геодезического пространства
неположительной кривизны по Буземану [s17].
Таким образом, важность установления новых связей метрической
геометрии с теорией приближений, выпуклым анализом и функцио-
нальным анализом делает тему диссертации актуальной. Кроме того,
есть много внутренних нерешенных проблем метрической геометрии.
Например, проблема Буземана о том, является ли G-пространство Бу-
земана топологическим многообразием [25, c. 69]. Г. Буземан [24], В.
Krakus [56] и P. Thurston [78] доказали, что G-пространство Бузема-
на является топологическим многообразием в размерностях 2, 3 и 4
соответственно. В. Н. Берестовский установил некоторые достаточные
условия конечномерности G-пространства Буземана [13]. В общем слу-
чае проблема остается открытой.
В данной работе при исследовании геометрических свойств прост-
ранств выпуклых (конечных) множеств метрического пространства ис-
пользуются в основном прямые, синтетические методы Буземана [25,
26, 27, 55, 67, 18, 14, 17, 6, 7, 8, 5], стандартные методы теории мет-
рических пространств [57, 64] и методы теории приближений [77, 23,
37, 39, 46, 61, 62, 63]. Треугольники сравнения и верхние углы по А.
Д. Александрову [16] используются для исследования одного метриче-
ского аналога слабой сходимости последовательности в вещественном
гильбертовом пространстве.
Целью настоящей работы является исследование геометрии выпук-
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лых (конечных) множеств геодезического пространства.
Научная новизна. Все основные результаты, представленные в на-
стоящей работе и выносимые на защиту, являются новыми. Перечислим
эти результаты.
1. Найдены необходимые и достаточные условия, при которых про-
странства (XN , αp), (Σ2(X), α) являются пространствами с внутрен-
ней метрикой, а также метрически выпуклыми (выпуклыми по Менге-
ру, собственными, геодезическими) пространствами. Получены доста-
точные условия, при которых пространство (X∗N , αp) является геодези-
ческим пространством (удовлетворяет локальному условию неположи-
тельности кривизны по Буземану). Найдены необходимые и достаточ-
ные условия, при которых пространство (ΣN(X), αp,R) является про-
странством с внутренней метрикой, а также собственным (собственным
метрически выпуклым, собственным выпуклым по Менгеру, собствен-
ным геодезическим) пространством.
2. Установлено, что одулярные структуры прямого G-пространства Бу-
земана и геометрии Гильберта являются топологическими одулярны-
ми структурами. Исследованы геометрические свойства выпуклых U -
множеств обобщенного хордового пространства.
3. Получены оценки изменения относительного чебышевского радиуса
RW (M) при изменении непустых ограниченных множествM, W метри-
ческого пространства. Найдены замыкание и внутренность множества
всех N -сетей, каждая из которых обладает принадлежащим ей един-
ственным относительным чебышевским центром, в множестве всех N -
сетей специального геодезического пространства относительно метри-
ки Хаусдорфа. Получены достаточные условия существования и един-
ственности чебышевского центра, а также принадлежности чебышев-
ского центра замыканию выпуклой оболочки непустого ограниченного
множества специального геодезического пространства.
4. Теоремы Б. Секефальви - Надь, С. Б. Стечкина и Н. В. Ефимо-
ва об аппроксимативных свойствах множеств, а также теоремы Л. П.
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Власова и А. В. Маринова о непрерывности и связности метрической
δ-проекции в равномерно выпуклом банаховом пространстве обобщены
на случай специального геодезического пространства. В специальном
метрическом пространстве получены обобщения теорем П. К. Белоброва
и А. Л. Гаркави о наилучших N -сетях непустых ограниченных замкну-
тых выпуклых множеств в гильбертовом и в специальном банаховом
пространствах. Для каждого непустого ограниченного множества бес-
конечномерного пространства Лобачевского доказано существование наи-
лучшей N -сети и наилучшего N -сечения, а также установлена сильная
устойчивость чебышевского центра.
5. Получена оценка сверху для расстояния Хаусдорфа от непустого
ограниченного множества до множества всех замкнутых шаров специ-
ального геодезического пространства X неположительной кривизны по
Буземану. Доказано, что множество всех центров χ(M) замкнутых ша-
ров, наилучшим образом приближающих в метрике Хаусдорфа выпук-
лый компакт M ⊂ X, непустое и принадлежит M .
6. Установлено, что метрика на касательном пространстве в произволь-
ной точке пространства неположительной кривизны по Буземану (диф-
ференцируемого по Буземану метрического пространства) внутренняя.
Доказано, что касательное пространство в произвольной точке локаль-
но полного дифференцируемого по Буземану метрического простран-
ства является полным пространством, а также, что касательное про-
странство в произвольной точке локально компактного пространства
неположительной кривизны по Буземану является собственным геоде-
зическим пространством.
7. Доказано, что пространство всех слабо ограниченных гомеоморфиз-
мов с метрикой Куратовского, каждый из которых равномерно непре-
рывен на произвольном замкнутом шаре с центром в фиксированной
точке метрического пространства вместе со своим обратным гомеомор-
физмом, является паратопологической группой (топологической груп-
пой при связности произвольного замкнутого шара с центром в данной
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фиксированной точке), непрерывно действующей на метрическом про-
странстве X. Теорема Банаха об обратном операторе и принцип рав-
ностепенной непрерывности для F -пространств обобщены на случай
специального геодезического отображения специальных геодезических
пространств.
8. Доказано, что пространство (HB(X, Y, α), δp) всех отображений из
метрического пространства X в метрическое пространство Y , удовле-
творяющих равномерному условию Гельдера с фиксированными пока-
зателем и коэффициентом, является полным (собственным) метриче-
ским пространством, если Y — полное метрическое пространство (X,
Y — собственные метрические пространства). Установлено, что если X
— собственное метрическое пространство, то топология пространства
(HB(X, Y, α), δp) совпадает как с топологией поточечной сходимости,
так и с компактно-открытой топологией. В специальном метрическом
пространстве введены два аналога слабой сходимости последователь-
ности в вещественном гильбертовом пространстве и исследованы их
геометрические свойства.
9. Доказано, что:
– если X, Y — полные (собственные) метрические пространства, то
пространство Sim(X, Y ) ∪ Const(X, Y ), состоящее из всех подобий и
всех постоянных отображений из X в Y , с метрикой Буземана δp явля-
ется полным (собственным);
– еслиX — собственное метрическое пространство, то топология про-
странства (Sim(X, Y ) ∪ Const(X, Y ), δp) совпадает как с топологией
поточечной сходимости, так и с компактно-открытой топологией;
– (Sim(X), δp) — топологическая группа, действующая непрерывно
на пространстве X;
– группы подобий Sim(X) и изометрий Iso(X) с метрикой Куратов-
ского δ являются топологическими группами, непрерывно действую-
щими на пространстве X. Найдено замыкание группы подобий полного
метрического пространства в объемлющем пространстве отображений
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Φ(X,X) с метрикой Буземана δp.
Методы исследования. Основными методами исследования, при-
меняемыми в настоящей работе, являются:
– синтетические, прямые методы Буземана;
– стандартные методы из теории метрических пространств;
– методы теории приближений.
Достоверность полученных в диссертации результатов обусловле-
на тем, что:
– применяются проверенные, точные и строго обоснованные методы ис-
следования;
– многие результаты диссертации являются обобщением полученных
ранее результатов и совпадают с этими результатами в частных случа-
ях;
– все основные результаты диссертации доказаны и опубликованы.
Апробация.Основные результаты, изложенные в диссертации, опуб-
ликованы в 21 публикации.
Результаты докладывались
– ежегодно на научных семинарах кафедры геометрии Казанского го-
сударственного университета в 1993-2009 г.г.;
– на итоговых научных конференциях Казанского педагогического уни-
верситета в 1994-2000 г.г.;
– на итоговых научных конференциях Казанского государственного
университета в 2001-2009 г.г.;
– на научных семинарах НИИ математики и механики им. Н. Г. Чебо-
тарева (Казань, 2001-2007 г.г.);
– на международном геометрическом семинаре имени Н. И. Лобачев-
ского «Современная геометрия и теория физических полей» (Казань,
4-6 февраля 1997 г.);
– на международной научной конференции «Актуальные проблемы ма-
тематики и механики» в НИИ математики и механики им. Н. Г. Чебо-
тарева (Казань, 1-3 октября 2000 г.);
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– на международной научной конференции «Topology, Analysis and Rela-
ted Topics», посвященной шестидесятилетию А. С. Мищенко (Москов-
ский гос. ун-т, 29-31 августа 2001 г.);
– на международной научной конференции «Геометрия «в целом», то-
пология и их приложения», посвященной девяностолетию со дня рож-
дения А. В. Погорелова (Харьковский национальный ун-т, 22-27 июня
2009 г.);
– на Восьмой научной школе-конференции «Лобачевские чтения 2009»
(Казань, 1-6 ноября 2009 г.);
– на научном семинаре кафедры дифференциальной геометрии и при-
ложений Московского государственного университета (Москва, 14 де-
кабря 2009 г.);
– на геометрическом семинаре им. А. Д. Александрова Санкт-Петер-
бургского отделения Математического института им. В. А. Стеклова
РАН (Санкт-Петербург, 4 марта 2010 г.).
Краткое описание содержания работы по главам. Диссерта-
ция состоит из введения, трех глав и списка использованной литерату-
ры.
В первой главе диссертации исследуются геометрические свойства
выпуклых и конечных множеств в геодезическом пространстве.
В параграфе 1.1 рассматривается внутренняя метрика Хаусдорфа.
Доказано, что метрика Хаусдорфа на множестве всех непустых замкну-
тых ограниченных подмножеств метрического пространства (X, ρ) яв-
ляется внутренней метрикой тогда и только тогда, когда метрика ρ
— внутренняя (теорема 1.1.1). Установлено, что пространство (X, ρ)
— метрически выпукло тогда и только тогда, когда для любых двух
ограниченных множеств существования пространства X найдется се-
редина этих множеств относительно метрики Хаусдорфа. Указано, как
построить такую середину в метрически выпуклом пространстве (тео-
рема 1.1.2). В метрическом пространстве с внутренней метрикой полу-
чена верхняя оценка для хаусдорфова расстояния между обобщенными
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шарами (лемма 1.1.2).
В параграфе 1.2 при заданном метрическом пространстве (X, ρ) рас-
сматриваются множество всехN -сетей ΣN(X) пространстваX, его под-
множество Σ∗N(X), элементами которого служат произвольные N -сети
мощности N , симметризованная степень XN порядка N пространства
X, отождествленная с множеством всех N -сетей с повторениями, и его
подмножествоX∗N , равномощное множеству Σ
∗
N(X). МножествоXN на-
делим метрикой αp :
αp([(x1, . . . , xN)], [(y1, . . . , yN)]) =
min{ρN,p((x1, . . . , xN), (yσ(1), . . . , yσ(N))) : σ ∈ S(N)},
где S(N) — группа всех подстановок множества из N ≥ 1 элементов,
ρN,p((x1, . . . , xN), (y1, . . . , yN)) = (|x1y1|p + . . .+ |xNyN |p)1/p
при p ∈ [1,∞) и
ρN,∞((x1, . . . , xN), (y1, . . . , yN)) = max{|x1y1|, . . . , |xNyN |}
при p =∞. Рассмотрим на множестве XN следующее отношение экви-
валентности R:
[(x1, . . . , xN)]R[(y1, . . . , yN)], если {x1, . . . , xN} = {y1, . . . , yN}.
Множество ΣN(X) отождествим с фактор-пространством XN/R и на-
делим его фактор-метрикой αp,R или метрикой Хаусдорфа α.
Доказано, что пространства (XN , αp), (Σ2(X), α) являются простран-
ствами с внутренней метрикой или метрически выпуклыми (выпук-
лыми по Менгеру, собственными, геодезическими) пространствами то-
гда и только тогда, когда сответствующими свойствами обладает про-
странство (X, ρ) (теорема 1.2.1, следствие 1.2.1). Получены достаточ-
ные условия, при которых пространство (X∗N , αp) является геодези-
ческим пространством или удовлетворяет локальному условию непо-
ложительности кривизны по Буземану (теорема 1.2.2). Доказано, что
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пространство (ΣN(X), αp,R) является пространством с внутренней мет-
рикой или собственным (собственным метрически выпуклым, собствен-
ным выпуклым по Менгеру, собственным геодезическим) пространством
тогда и только тогда, когда соответствующими свойствами обладает
пространство (X, ρ) (теорема 1.2.3). Для собственного геодезического
пространства (X, ρ) получены достаточные условия, при которых про-
извольные две N -сети пространства (ΣN(X), α) могут быть соединены
сегментом (следствие 1.2.4). В метрически выпуклом пространстве, удо-
влетворяющем глобальному условию неположительности кривизны по
Буземану, найдены геометрическое свойство отображения, сопоставля-
ющее произвольному сегменту его середину (лемма 1.2.1), и некоторые
геометрические свойства пространства (Σ2(X), α), связанные в основ-
ном со свойством метрической выпуклости этого пространства (лемма
1.2.2).
В параграфе 1.3 исследуются геометрические свойства выпуклых
множеств в обобщенном хордовом пространстве. Введено понятие обоб-
щенного хордового пространства (обобщенного G-пространства Бузе-
мана). Получены достаточные условия выпуклости замыкания (внут-
ренности) выпуклого U -множества обобщенного хордового простран-
ства, а также совпадения замыкания (внутренности) выпуклого
U -множества с замыканием внутренности (внутренностью замыкания
внутренности) этого множества (теорема 1.3.1). Найдены условия, экви-
валентные условию выпуклости всех замкнутых шаров в обобщенном
хордовом пространстве, являющимся U -множеством, а также в обоб-
щенном G-пространстве Буземана (теоремы 1.3.2, 1.3.3). Установлены
достаточные условия, при которых обобщенное хордовое пространство
является обобщенным G-пространством Буземана (теорема 1.3.4). Гео-
метрически охарактеризовано множество всех точек на всех опорных
(полукасательных) хордах в произвольной граничной точке выпукло-
го множества из открытого шара обобщенного хордового пространства
(теорема 1.3.5). Получены геометрические характеристики для транс-
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версалей произвольной прямой обобщенного прямого хордового про-
странства, все открытые шары которого выпуклы (теорема 1.3.6).
В параграфе 1.4 исследуются одулярные структуры геометрии Гиль-
берта и прямогоG-пространства Буземана. Получены достаточные усло-
вия, при которых одулярная структура геодезического пространства,
через каждые две различные точки которого можно провести един-
ственную прямую, является топологической одулярной структурой (лем-
ма 1.4.1). Установлено, что одулярные структуры прямогоG-пространства
Буземана и геометрии Гильберта являются топологическими одуляр-
ными структурами (теоремы 1.4.1′, 1.4.3). Доказано, что метрика гео-
метрии Гильберта в открытом шаре B строго выпуклого банахова про-
странства топологически эквивалентна индуцированной метрике в B
банахова пространства, а также, что эти метрики липшицево экви-
валентены на каждом замкнутом шаре, содержащимся в B (теорема
1.4.2). Получен явный вид для основных операций одулярной структу-
ры геометрии Гильберта (лемма 1.4.2). Вычислены некоторые пределы
функций, связанных с основными операциями одулярной структуры
геометрии Лобачевского (теорема 1.4.4).
Основные результаты по перечисленным темам опубликованы в ста-
тьях автора [s3, s4, s6, s11, s14, s16, s20].
Во второй главе диссертации исследуются аппроксимативные свой-
ства множеств в геодезическом пространстве.
В параграфе 2.1 рассматриваются относительные чебышевский центр,
чебышевский радиус и множество всех диаметральных точек ограни-
ченного множества метрического пространства. Получены оценки из-
менения относительного чебышевского радиуса RW (M) при изменении
непустых ограниченных множеств M, W метрического пространства
(теорема 2.1.1). Доказано, что из всякой последовательности компакт-
ных множеств метрического пространства, сходящейся относительно
метрики Хаусдорфа к некоторому компактному множеству M , мож-
но выбрать подпоследовательность, для которой последовательность
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множеств всех относительных чебышевских центров (всех диаметраль-
ных точек) ее элементов сходится относительно отклонения Хаусдорфа
к множеству всех относительных чебышевских центров (всех диамет-
ральных точек) множества M (теорема 2.1.2).
В параграфе 2.2 найдены замыкание и внутренность множества всех
N -сетей, каждая из которых обладает принадлежащим ей единствен-
ным относительным чебышевским центром, в множестве всех N -сетей
специального геодезического пространства относительно метрики Хау-
сдорфа (теорема 2.2.1). Доказано, что относительно метрики Хаусдор-
фа при N > 2 граница множества всех N -сетей, каждая из которых
обладает не более, чем N − 2 принадлежащими ей относительными че-
бышевскими центрами, совпадает с множеством всех диаметральных
N -сетей в множестве всех N -сетей специального геодезического про-
странства (следствие 2.2.1).
В параграфе 2.3 получены достаточные условия существования и
единственности чебышевского центра непустого ограниченного множе-
ства геодезического пространства (теорема 2.3.1, следствие 2.3.1).
В параграфе 2.4 теоремы Б. Секефальви - Надь [23, теорема 3.35], С.
Б. Стечкина и Н. В. Ефимова [37, теоремы 1.1 и 1.2] об аппроксиматив-
ных свойствах множеств в равномерно выпуклом банаховом простран-
стве обобщены на случай специального геодезического пространства
(теоремы 2.4.1, 2.4.2, 2.4.3).
В параграфе 2.5 теоремы Л. П. Власова [38, 37] и А. В. Маринова
[62] о непрерывности и связности метрической δ-проекции в равномерно
выпуклом банаховом пространстве обобщены на случай специального
геодезического пространства (теоремы 2.5.1 – 2.5.4). Одним из простых
следствий такого обобщения является справедливость аналогичных ре-
зультатов в пространствах Лобачевского (включая бесконечномерные).
В параграфе 2.6 доказано, что теоремы А. В. Маринова из [61, 63] о
непрерывности метрической δ-проекции на выпуклое множество в ли-
нейном нормированном пространстве остаются верными в специальном
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метрическом пространстве (теоремы 2.6.1, 2.6.2).
В параграфе 2.7 в специальном метрическом пространстве получе-
ны обобщения некоторых результатов П. К. Белоброва [11, 12] и А. Л.
Гаркави [40] о наилучших N -сетях непустых ограниченных замкнутых
выпуклых множеств в гильбертовом и в специальном банаховом про-
странствах (теоремы 2.7.1, следствие 2.7.2), а также о принадлежности
чебышевского центра замыканию выпуклой оболочки данного множе-
ства (лемма 2.7.2).
В параграфе 2.8 доказано, что некоторые результаты А. Л. Гарка-
ви [39, 40] и П. К. Белоброва [12, 11] о наилучшей сети, наилучшем
сечении и чебышевском центре ограниченного множества в специаль-
ном банаховом пространстве верны и в бесконечномерном пространстве
Лобачевского. А именно, для каждого непустого ограниченного мно-
жества бесконечномерного пространства Лобачевского доказано суще-
ствование наилучшей N -сети (теорема 2.8.1) и наилучшего N -сечения
(теорема 2.8.2), а также установлена сильная устойчивость чебышев-
ского центра (теорема 2.8.3).
В параграфе 2.9 рассматривается наилучшее приближение выпук-
лого компакта геодезического пространства шаром. Получена оценка
сверху для расстояния Хаусдорфа от непустого ограниченного множе-
ства до множества всех замкнутых шаров специального геодезическо-
го пространства X неположительной кривизны по Буземану (теорема
2.9.1). Доказано, что множество всех центров χ(M) замкнутых шаров,
наилучшим образом приближающих в метрике Хаусдорфа выпуклый
компакт M ⊂ X, непустое и содержится в M (теорема 2.9.2). Исследо-
ваны геометрические свойства множества χ(M). Таким образом, тео-
ремы С. И. Дудова и И. В. Златорунской [46, 47] обобщены на случай
специального геодезического пространства неположительной кривизны
по Буземану.
В параграфе 2.10 исследуются метрические свойства касательного
пространства для метрического пространства более общего, чем диф-
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ференцируемое G-пространство Буземана. Установлено, что метрика
на касательном пространстве в произвольной точке пространства непо-
ложительной кривизны по Буземану (дифференцируемого по Буземану
метрического пространства) внутренняя. Доказано, что касательное про-
странство в произвольной точке локально полного дифференцируемого
по Буземану метрического пространства является полным простран-
ством, а также, что касательное пространство в произвольной точке
локально компактного пространства неположительной кривизны по Бу-
земану является собственным геодезическим пространством (теоремы
2.10.1, 2.10.2).
Основные результаты по перечисленным темам этой главы опубли-
кованы в статьях автора [s7, s8, s9, s12, s13, s14, s17, s18, s19, s21].
В третьей главе исследуются специальные отображения метрических
пространств.
В параграфе 3.1 рассматривается метрическое пространство слабо
ограниченных отображений метрических пространств с метрикой Ку-
ратовского δ. Доказано, что пространство всех слабо ограниченных го-
меоморфизмов (HB(X), δ), каждый из которых равномерно непреры-
вен на произвольном замкнутом шаре с центром в фиксированной точке
метрического пространства X вместе со своим обратным гомеоморфиз-
мом, является паратопологической группой, непрерывно действующей
на пространстве X. Установлено, что (HB(X), δ) является топологиче-
ской группой при связности произвольного замкнутого шара с центром
в фиксированной точке метрического пространства X (теорема 3.1.2).
В параграфе 3.2 рассматриваются геодезические отображения специ-
альных геодезических пространств. Исследованы некоторые геометри-
ческие свойства таких отображений. Теорема Банаха об обратном опе-
раторе и принцип равностепенной непрерывности для F -пространств
[74, c. 99, 104] обобщены на случай специальных геодезических отобра-
жений специальных геодезических пространств (теоремы 3.2.1 – 3.2.5).
В параграфе 3.3 метрика Буземана δp распространяется на множе-
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ство Φ(X, Y ) всех непрерывных отображений
f : (X, ρ)→ (Y, d),
удовлетворяющих следующему условию: для любых x, y ∈ X
d(f(x), f(y)) ≤ Bfe|xy|,
где Bf — неотрицательная константа. Доказано, что пространство
(HB(X, Y, α), δp) всех отображений из метрического пространства X в
метрическое пространство Y , удовлетворяющих равномерному условию
Гельдера с фиксированными показателем α ∈ (0, 1] и коэффициентом
B ∈ R+, является полным (собственным) метрическим пространством,
если Y — полное метрическое пространство (X, Y — собственные мет-
рические пространства) (теоремы 3.3.1, 3.3.3). Установлено, что если X
— собственное метрическое пространство, то топология пространства
(HB(X, Y, α), δp) совпадает как с топологией поточечной сходимости,
так и с компактно-открытой топологией (теорема 3.3.2).
В параграфе 3.4 рассматривается метрическое пространство всех по-
добий (Sim(X, Y ), δp) из метрического пространства X на метрическое
пространство Y с метрикой Буземана δp. Доказано, что:
– если группа всех подобий действует транзитивно на полном мет-
рическом пространстве, то и группа изометрий действует на нем тран-
зитивно (лемма 3.4.1);
– если X, Y — полные (собственные) метрические пространства, то
пространство (Sim(X, Y ) ∪ Const(X, Y ), δp) — полное (собственное),
где Const(X, Y ) — множество всех постоянных отображений из X в Y
(теоремы 3.4.1, 3.4.3);
– еслиX — собственное метрическое пространство, то топология про-
странства (Sim(X, Y )∪Const(X, Y ), δp) совпадает как с топологией по-
точечной сходимости, так и с компактно-открытой топологией (теорема
3.4.2);
– (Sim(X), δp) — топологическая группа, действующая непрерывно
на пространстве X (теорема 3.4.4);
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– группы подобий Sim(X) и изометрий Iso(X) с метрикой Кура-
товского δ являются топологическими группами, непрерывно действу-
ющими на пространстве X.
Найдено замыкание группы подобий полного метрического простран-
ства в пространстве (Φ(X,X), δp) (теорема 3.4.5).
В параграфе 3.5 в специальном метрическом пространстве введе-
ны два аналога слабой сходимости последовательности в вещественном
гильбертовом пространстве и исследованы их геометрические свойства
(теоремы 3.5.1 – 3.5.4).
Основные результаты по перечисленным темам этой главы опубли-
кованы в статьях автора [s1, s2, s5, s15].
Всюду в диссертации используется обозначение |xy| для расстояния
ρ(x, y) между точками метрического пространства (X, ρ). Теорема 1.2.3
обозначает теорему 3 из второго параграфа главы 1.
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Глава 1
Выпуклые и конечные множества в
геодезическом пространстве
В параграфе 1.1 рассматривается внутренняя метрика Хаусдорфа. До-
казано, что метрика Хаусдорфа на множестве всех непустых замкнутых
ограниченных подмножеств метрического пространства (X, ρ) являет-
ся внутренней метрикой тогда и только тогда, когда метрика ρ — внут-
ренняя. Установлено, что пространство (X, ρ) — метрически выпукло
тогда и только тогда, когда для любых двух ограниченных множеств
существования пространстваX найдется середина этих множеств отно-
сительно метрики Хаусдорфа. Указано, как построить такую середину
в метрически выпуклом пространстве. В метрическом пространстве с
внутренней метрикой получена верхняя оценка для хаусдорфова рас-
стояния между обобщенными шарами.
В параграфе 1.2 при заданном метрическом пространстве (X, ρ) рас-
сматриваются множество всехN -сетей ΣN(X) пространстваX, его под-
множество Σ∗N(X), элементами которого служат произвольные N -сети
мощности N , симметризованная степень порядка N пространства X,
отождествленная с множеством всех N -сетей с повторениями XN , и
его подмножествоX∗N , равномощное множеству Σ
∗
N(X). МножествоXN
наделяется метрикой αp, где p ∈ [1,∞], а множество ΣN(X) наделяет-
ся фактор-метрикой αp,R или метрикой Хаусдорфа α. Найдены необ-
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ходимые и достаточные условия, при которых пространства (XN , αp),
(Σ2(X), α) являются пространствами с внутренней метрикой, а также
метрически выпуклыми (выпуклыми по Менгеру, собственными, геоде-
зическими) пространствами. Получены достаточные условия, при ко-
торых пространство (X∗N , αp) является геодезическим пространством
или удовлетворяет локальному условию неположительности кривизны
по Буземану. Найдены необходимые и достаточные условия, при кото-
рых пространство (ΣN(X), αp,R) является пространством с внутренней
метрикой, а также собственным (собственным метрически выпуклым,
собственным выпуклым по Менгеру, собственным геодезическим) про-
странством. Для собственного геодезического пространства (X, ρ) по-
лучены достаточные условия, при которых произвольные две N -сети
пространства (ΣN(X), α) могут быть соединены сегментом. В метриче-
ски выпуклом пространстве, удовлетворяющем глобальному условию
неположительности кривизны по Буземану, найдены геометрическое
свойство отображения, сопоставляющее произвольному сегменту его се-
редину, и некоторые геометрические свойства пространства (Σ2(X), α),
связанные в основном со свойством метрической выпуклости этого про-
странства.
В параграфе 1.3 исследуются геометрические свойства выпуклых
множеств в обобщенном хордовом пространстве. Введено понятие обоб-
щенного хордового пространства (обобщенного G-пространства Бузе-
мана). Получены достаточные условия выпуклости замыкания (внут-
ренности) выпуклого U -множества обобщенного хордового простран-
ства, а также совпадения замыкания (внутренности) выпуклого
U -множества с замыканием внутренности (внутренностью замыкания
внутренности) этого множества. Найдены условия, эквивалентные усло-
вию выпуклости всех замкнутых шаров в обобщенном хордовом про-
странстве, являющимся U -множеством, а также в обобщенном
G-пространстве Буземана. Установлены достаточные условия, при ко-
торых обобщенное хордовое пространство является обобщенным
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G-пространством Буземана. Геометрически охарактеризовано множе-
ство всех точек на всех опорных (полукасательных) хордах в произ-
вольной граничной точке выпуклого множества из открытого шара
обобщенного хордового пространства. Получены геометрические харак-
теристики для трансверсалей произвольной прямой обобщенного пря-
мого хордового пространства, все открытые шары которого выпуклы.
В параграфе 1.4 исследуются одулярные структуры геометрии Гиль-
берта и прямогоG-пространства Буземана. Получены достаточные усло-
вия, при которых одулярная структура геодезического пространства,
через каждые две различные точки которого можно провести един-
ственную прямую, является топологической одулярной структурой. Уста-
новлено, что одулярные структуры прямого G-пространства Буземана
и геометрии Гильберта являются топологическими одулярными струк-
турами. Доказано, что метрика геометрии Гильберта в открытом шаре
B строго выпуклого банахова пространства топологически эквивалент-
на индуцированной метрике в B банахова пространства, а также, что
эти метрики липшицево эквивалентены на каждом замкнутом шаре,
содержащимся в B. Получен явный вид для основных операций оду-
лярной структуры геометрии Гильберта. Вычислены некоторые преде-
лы функций, связанных с основными операциями одулярной структуры
геометрии Лобачевского.
Основные результаты по перечисленным темам опубликованы в ста-
тьях автора [s3, s4, s6, s11, s14, s16, s20].
1.1 Внутренняя метрика Хаусдорфа
Напомним наиболее общее определение пространства с внутренней мет-
рикой. Метрическое пространство (X, ρ) называется пространством с
внутренней метрикой, если для любых x, y ∈ X, ε > 0 найдется ко-
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нечная последовательность точек
z0 = x, z1, . . . , zk = y ∈ X
такая, что для каждого i ∈ {0, . . . , k − 1}
|zizi+1| < ε и |z0z1|+ . . .+ |zk−1zk| < |xy|+ ε,
где |xy| = ρ(x, y) для x, y ∈ X [29].
Покажем, что это условие внутренности метрики ρ равносильно сле-
дующему условию (A) [51, c. 121].
(A) Для любых x, y ∈ X, ε > 0 множество
ω(x, y, ε) = {z ∈ X : 2max{|xz|, |zy|} < |xy|+ ε}
непустое.
Лемма 1 [s11]. Метрическое пространство (X, ρ) является про-
странством с внутренней метрикой тогда и только тогда, когда вы-
полняется условие (A).
Доказательство леммы 1.
Необходимость. Пусть для любых
x, y ∈ X, ε > 0
найдется конечная последовательность точек
z0 = x, z1, . . . , zk = y ∈ X
такая, что для каждого i ∈ {0, . . . , k − 1}
|zizi+1| < 1
2
ε и |z0z1|+ . . .+ |zk−1zk| < |xy|+ 1
2
ε.
Если x = y, то доказательство очевидно. Пусть x 6= y. Кроме того,
можно считать, что точки
z0 = x, z1, . . . , zk = y
24
попарно различны. Тогда найдется такая точка zi ∈ X, что
|z0zi| ≤ 1
2
|xy|, |z0zi+1| ≥ 1
2
|xy|.
Из условия леммы 1 и неравенства треугольника получим неравенства
|z0zi+1|+ |zi+1zk| ≤ |z0z1|+ . . .+ |zk−1zk| < |xy|+ 1
2
ε.
Тогда
|zi+1zk| < |xy|+ 1
2
ε− |z0zi+1| ≤ 1
2
|xy|+ 1
2
ε,
|z0zi+1| ≤ |z0zi|+ |zizi+1| < 1
2
|xy|+ 1
2
ε.
Следовательно, zi+1 ∈ ω(x, y, ε).
Достаточность. Пусть
x, y ∈ X, ε > 0.
Тогда найдется натуральное число n такое, что |xy| < ε(2n − 1). Поло-
жим
δ =
ε
2n − 1 , z00 = x, z01 = y.
Используя условие (A), на первом шаге найдем точки:
z10 = z00, z11 ∈ ω(z00, z01, δ), z12 = z01,
где первый номер индекса — номер шага, а второй — номер точки на
этом шаге. Продолжая применять условие (A), на шаге с номером n
получим 2n + 1 точек:
zn0 = zn−1,0 , . . . , zn,2j = zn−1,j,
zn,2j+1 ∈ ω(zn−1,j, zn−1,j+1, δ), . . . , zn,2m = zn−1,m,
где m = 2n−1, 0 ≤ j < m. Тогда
|zn,2jzn,2j±1| < 1
2
|zn−1,jzn−1,j±1|+ 1
2
δ < . . . < |xy|2−n + δ(1− 2−n),
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где 0 ≤ j < m, в случае верхнего знака в индексе, и 1 ≤ j ≤ m, в
случае нижнего знака в индексе. Следовательно,
|zn0zn1|+ . . .+ |zn,2m−1zn,2m| < 2n(|xy|2−n + δ(1− 2−n)) = |xy|+ ε.
Таким образом, лемма 1 доказана.
Замечание 1. В метрической геометрии часто используется сле-
дующее менее общее определение пространства с внутренней метри-
кой (см., например, [41, с. 6]). Метрическое пространство (X, ρ) на-
зывается пространством с внутренней метрикой, если для любых x,
y ∈ X расстояние |xy| равно инфимуму длин кривых, соединяющих
точки x, y. Другое доказательство аналога леммы 1 для такого опре-
деления пространства с внутренней метрикой можно найти в [41,
theorem 1.8, с. 6].
Примем следующие обозначения.
R+ — множество всех неотрицательных вещественных чисел.
B[X] (B(X), Σ(X)) — множество всех непустых ограниченных и за-
мкнутых (непустых ограниченных, непустых) подмножеств простран-
ства (X, ρ).
B[x, r] (B(x, r)) — замкнутый (открытый) шар с центром в точке
x ∈ X, радиуса r > 0.
|MW | = inf{|xy| : x ∈M, y ∈ W},
где M , W ∈ Σ(X).
β(M,W ) = sup{|xW | : x ∈M}
— отклонение множества M ∈ B(X) от множества W ⊂ X [57, с. 223].
α : B(X)× B(X)→ R+, α(M,W ) = max{β(M,W ), β(W,M)}
— псевдометрика Хаусдорфа на множестве B(X) (ограничение которой
на множество B[X] является метрикой Хаусдорфа) [57, с. 223].
P : X × Σ(X)× R+ → B(X), P (x,M, ε) =M ∩B[x, |xM |+ ε]
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— оператор метрического ε-проектирования (оператор метрического
проектирования при
ε = 0, M ∩ B[x, |xM |] 6= ∅)
[62] или [37]. В дальнейшем вместо⋃
x∈W
P (x,M)
будем писать P (W,M), где
W ∈ Σ(X), P (x,M) = P (x,M, 0).
P (x,M) — множество всех оснований точки x на множестве M [27, с.
10]. МножествоM ⊂ X называется множеством существования, если
для каждого x ∈ X P (x,M) 6= ∅ [37].
Используем лемму 1 для доказательства следующей теоремы, со-
держащей необходимое и достаточное условие внутренности метрики
Хаусдорфа на B[X].
Теорема 1 [s11]. Метрическое пространство (B[X], α) является
пространством с внутренней метрикой тогда и только тогда, когда
(X, ρ) является пространством с внутренней метрикой.
Доказательство теоремы 1.
Необходимость теоремы непосредственно следует из леммы 1 и опре-
деления метрики Хаусдорфа.
Достаточность. Рассмотрим множество
Ω(M,W, ε) =
⋃
{ω(x, v, ε) ∪ ω(y, u, ε) :
x ∈M, y ∈ W, v ∈ P (x,W, ε), u ∈ P (y,M, ε)},
где ε > 0.
1. Докажем, что
2β(M,Ω(M,W, ε)) ≤ β(M,W ) + 2ε.
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Для каждого δ > 0 найдется точка x ∈M такая, что
β(M,Ω(M,W, ε)) < |xΩ(M,W, ε)|+ δ.
Следовательно, для каждого δ > 0 найдется точка x ∈ M такая, что
для каждого v ∈ P (x,W, ε) верны неравенства
β(M,Ω(M,W, ε)) <
1
2
|xv|+ 1
2
ε+ δ ≤ 1
2
|xW |+ ε+ δ.
Тогда для каждого δ > 0
β(M,Ω(M,W, ε)) <
1
2
β(M,W ) + ε+ δ.
В силу произвольности δ > 0
β(M,Ω(M,W, ε)) ≤ 1
2
β(M,W ) + ε.
2. Докажем теперь неравенство
2β(Ω(M,W, ε),M) ≤ α(M,W ) + 3ε
методом от противного. Пусть найдутся множества M, W ∈ B[X] та-
кие, что
2β(Ω(M,W, ε),M) > α(M,W ) + 3ε.
Тогда найдутся точки
z ∈ Ω(M,W, ε), u ∈ P (z,M, ε/2)
такие, что
2|zu| > α(M,W ) + 3ε.
Теперь возможны лишь два случая.
Случай 1. Найдутся точки
v ∈ W, g ∈ P (v,M, ε)
такие, что z ∈ ω(v, g, ε). Тогда
|vM | ≥ |vg| − ε > 2|zg| − 2ε ≥
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2|zM | − 2ε ≥ 2|zu| − 3ε > α(M,W ).
Получили противоречие.
Случай 2. Найдутся точки
t ∈M, q ∈ P (t,W, ε)
такие, что z ∈ ω(t, q, ε). Тогда
|tW | ≥ |tq| − ε > 2|zt| − 2ε ≥
2|zM | − 2ε ≥ 2|zu| − 3ε > α(M,W ).
Снова получили противоречие. Таким образом, неравенство
2β(Ω(M,W, ε),M) ≤ α(M,W ) + 3ε
установлено. Из полученных неравенств следует неравенство
2α(Ω(M,W, ε),M) < α(M,W ) + 4ε.
Аналогично доказывается, что
2α(Ω(M,W, ε),W ) < α(M,W ) + 4ε.
Из полученных неравенств и леммы 1 следует справедливость теоремы
1.
Рассмотрим теперь более сильное условие (A0) на метрическое про-
странство (X, ρ).
(A0) Для любых x, y ∈ X множество
ω(x, y) = {z ∈ X : 2max{|xz|, |zy|} ≤ |xy|}
непустое.
Нетрудно заметить, что это условие можно представить в следующей
форме.
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Для любых x, y ∈ X найдется такой элемент z ∈ X, что
|xz| = |zy| = 1
2
|xy|.
Метрическое пространство, удовлетворяющее условию (A0), называет-
ся метрически выпуклым пространством [20], [64, с. 38]. Напомним,
что метрическое пространствоX называется выпуклым по Менгеру [25,
с.43], если для любых различных точек x, y ∈ X найдется отличная от
них такая точка z ∈ X, что
|xz|+ |zy| = |xy|.
Очевидно, что метрически выпуклое пространство является метриче-
ским пространством, выпуклым по Менгеру. В следующей теореме, в
частности, указано, как построить середину для двух ограниченных
множеств существования в метрически выпуклом пространстве.
Теорема 2 [s11]. Пространство (X, ρ) метрически выпукло тогда и
только тогда, когда для каждых ограниченных множеств существо-
вания M, W ⊂ X найдется множество Ω ∈ B(X) такое, что
α(M,Ω) = α(Ω,W ) =
1
2
α(M,W ).
В качестве множества Ω достаточно взять следующее множество
Ω =
⋃
{ω(x, v) ∪ ω(y, u) :
x ∈M, y ∈ W, v ∈ P (x,W ), u ∈ P (y,M)}.
Доказательство теоремы 2.
Достаточность теоремы непосредственно следует из определения мет-
рики Хаусдорфа.
Необходимость. Докажем, что для выбранного множества Ω имеет
место неравество
2β(M,Ω) ≤ β(M,W ).
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Для каждого δ > 0 найдется точка x ∈M такая, что
β(M,Ω) < |xΩ|+ δ.
Следовательно, для каждого δ > 0 найдется точка x ∈ M такая, что
для каждого v ∈ P (x,W ) верны неравенства
β(M,Ω) <
1
2
|xv|+ δ = |xW |
2
+ δ.
Тогда для каждого δ > 0 верно неравенство
β(M,Ω) <
1
2
β(M,W ) + δ.
В силу произвольности δ > 0,
β(M,Ω) ≤ 1
2
β(M,W ).
Докажем теперь неравенство
2β(Ω,M) ≤ α(M,W )
методом от противного. Пусть найдутся ограниченные множества су-
ществования M, W ⊂ X такие, что
2β(Ω,M) > α(M,W ).
Тогда найдутся точки
z ∈ Ω, u ∈ P (z,M)
такие, что верно неравенство
2|zu| > α(M,W ).
Теперь возможны лишь два случая.
1. Найдутся точки
v ∈ W, g ∈ P (v,M)
такие, что z ∈ ω(v, g). Тогда
|vM | = |vg| ≥ 2|zu| > α(M,W ).
Получили противоречие.
2. Найдутся точки
t ∈M, q ∈ P (t,W )
такие, что z ∈ ω(t, q). Тогда
|tW | = |tq| ≥ 2|zu| > α(M,W ).
Снова получили противоречие. Таким образом, неравенство
2β(Ω,M) ≤ α(M,W )
установлено. Из полученных неравенств следует неравенство
2α(Ω,M) ≤ α(M,W ).
Аналогично доказывается, что
2α(Ω,W ) ≤ α(M,W ).
Справедливость утверждения следует теперь из неравенства треуголь-
ника.
Следствие 1 [s11].Пусть пространство (X, ρ) удовлетворяет усло-
вию (A0). Если для каждых x, y ∈ X множество ω(x, y) конечное, то
метрическое пространство (ΣN(X), α) удовлетворяет условию (A0),
где ΣN(X) — множество всех непустых конечных подмножеств в X.
Пусть r ≥ 0. Обозначим через
B[M, r] = {x ∈ X : |xM | ≤ r}
обобщенный замкнутый шар для непустого подмножества M ⊂ X [57,
с. 219]. В пространстве с внутренней метрикой имеет место простая
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оценка сверху расстояния в метрике Хаусдорфа между произвольными
обобщенными замкнутыми шарами непустых ограниченных множеств
пространства X.
Лемма 2 [s11]. Пусть (X, ρ) — пространство с внутренней мет-
рикой. Тогда имеет место неравенство:
α(B[M, r], B[W,R]) ≤ α(M,W ) + |R − r|
для всех
M, W ∈ B(X), R > 0, r > 0.
Доказательство леммы 2.
1. Докажем сначала, что
|xB[W,R]| = max{|xW | −R, 0}
для каждого x ∈ X. Из неравенства треугольника для отклонения β
[62] следует:
|xW | −R ≤ |xB[W,R]|+ β(B[W,R],W )−R ≤ |xB[W,R]|
для каждого x ∈ X и значит, для каждого x ∈ X верно неравенство
|xB[W,R]| ≥ max{|xW | −R, 0}.
Используем метод доказательства от противного. Допустим, что равен-
ства нет. Тогда найдется точка x ∈ X\B[W,R] такая, что
|xW | −R < |xB[W,R]|.
Следовательно, найдется такое δ ∈ (0, R), что
|xW |+ δ − R < |xB[W,R]|.
Тогда найдется точка y ∈ W такая, что
|xy|+ δ − R < |xB[W,R]|.
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Из условия внутренности метрики следует, что для каждого ε ∈ (0, δ/2)
найдется конечная последовательность точек
z0 = x, z1, . . . , zk = y
такая, что для каждого i ∈ {0, 1, . . . , k − 1}
|zizi+1| < ε и |z0z1|+ . . .+ |zk−1zk| < |xy|+ ε.
Тогда найдется точка
zi ∈ {z1, . . . , zk−1}
такая, что
zi ∈ B[W,R], |ziy| ≥ R − ε.
Cледовательно,
|xzi| < |xy| − |ziy|+ ε ≤
|xy| − R + 2ε < |xB[W,R]|+ 2ε− δ < |xB[W,R]|.
Получили противоречие.
2. Используя установленное равенство, получим
α(B[M, r], B[W,R]) = max{ sup
z∈B[M,r]
|zB[W,R]|; sup
w∈B[W,R]
|wB[M, r]|} =
max{ sup
z∈B[M,r]
max{|zW | − R, 0}; sup
w∈B[W,R]
max{|wM | − r, 0}} ≤
max{max{β(B[M, r],W )−R, 0}; max{β(B[W,R],M)− r, 0}} ≤
max{max{β(B[M, r],M) + β(M,W )− R, 0};
max{β(B[W,R],W ) + β(W,M)− r, 0}} ≤
max{max{β(M,W ) + r −R, 0}; max{β(W,M) + R− r, 0}} ≤
α(M,W ) + |R − r|.
Таким образом, лемма 2 доказана.
Из теоремы 1 и леммы 2 следует
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Следствие 2 [s11]. Пусть (X, ρ) — пространство с внутренней
метрикой. Тогда имеет место неравенство:
αB(BB[M, r], BB[W,R]) ≤ α(M,W ) + |R − r|
для всех
M, W ∈ B(X), R > 0, r > 0,
где αB : B[B(X)]×B[B(X)]→ R+ — метрика Хаусдорфа, BB[M, r] —
замкнутый шар с центром в точкеM ∈ B(X) пространства (B[B(X)], αB).
Лемма 3 [s11]. Пусть F — подмножество пространства (B[X], α) с
индуцированной метрикой. Тогда имеет место неравенство:
α(H,Q) ≤ αF (H,Q)
для всех H, Q ∈ F , где
αF : B(F )× B(F )→ R+
— псевдометрика Хаусдорфа.
Доказательство леммы 3.
Пусть x ∈ H и ∈ — знак принадлежности элемента в пространстве
(F, α). Тогда найдется элемент Z∈H такой, что x ∈ Z. Кроме того,
|xQ| ≤ inf
Y ∈Q
|xY | ≤ inf
Y ∈Q
α(Z, Y ) ≤
sup
Z∈H
inf
Y ∈Q
α(Z, Y ) = βF (H,Q).
Следовательно,
β(H,Q) = sup
x∈H
|xQ| ≤ βF (H,Q).
Неравенство
β(Q,H) ≤ βF (Q,H)
устанавливается аналогично.
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1.2 Пространство всех N-сетей и симметризованная
степень порядка N метрического пространства
Пусть p ∈ [1,∞] и S(N)— группа всех подстановок множества изN ≥ 1
элементов. Рассмотрим на декартовом произведении XN из N экзем-
пляров метрического пространства (X, ρ) метрику
ρN,p : X
N ×XN → R+,
ρN,p((x1, . . . , xN), (y1, . . . , yN)) = (|x1y1|p + . . .+ |xNyN |p)1/p
при p ∈ [1,∞) и
ρN,∞((x1, . . . , xN), (y1, . . . , yN)) = max{|x1y1|, . . . , |xNyN |}
при p =∞. Зададим на XN следующее отношение эквивалентности ∼:
(x1, . . . , xN) ∼ (y1, . . . , yN),
если найдется такое σ ∈ S(N), что
y1 = xσ(1), . . . , yN = xσ(N).
Полученное факторпространство XN = X
N/∼ множестваXN по этому
отношению эквивалентности есть симметризованная степень порядка
N пространства X, а элементы этого множества можно отождествить
с N -сетями с повторениями пространства X. Рассмотрим на этом мно-
жестве метрику
αp : XN ×XN → R+,
αp([(x1, . . . , xN)], [(y1, . . . , yN)]) =
min{ρN,p((x1, . . . , xN), (yσ(1), . . . , yσ(N))) : σ ∈ S(N)},
где p ∈ [1,∞] (при p = ∞, см. [81]). Ограничение этой метрики на
множество
X∗N = {[(x1, . . . , xN)] ∈ XN : card {x1, . . . , xN} = N},
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где card {x1, . . . , xN} — мощность множества {x1, . . . , xN}, будем обо-
значать тем же символом αp. Отметим также, что псевдометрика
α∗ : XN ×XN → R+,
α∗([(x1, . . . , xN)], [(y1, . . . , yN)]) = α({x1, . . . , xN}, {y1, . . . , yN}),
индуцирует на множестве X∗N метрику.
Прежде, чем исследовать некоторые свойства метрики αp, напомним
следующие определения.
Кривая, соединяющая точки x, y ∈ X, длина которой равна рас-
стоянию между этими точками, называется сегментом [x, y] с концами
x, y ∈ X [25, с.42].
Метрическое пространство называется геодезическим пространством,
если любые две его точки можно соединить сегментом [22, с.4]. Напом-
ним, что полное метрически выпуклое пространство является геодези-
ческим пространством [49].
Метрическое пространство (X, ρ) называется собственным, если лю-
бой его замкнутый шар компактен [22, с. 2].
Для M , W ∈ B(X) обозначим
D(M,W ) = sup{|xy| : x ∈M, y ∈ W}. D(M) = D(M,M)
— диаметр множества M .
Теорема 1 [s20]. Пусть p ∈ [1,∞]. Тогда верны следующие утвер-
ждения.
(i) X∗N — открытое множество пространства (XN , αp). На мно-
жестве XN имеет место неравенство α∗ ≤ αp. Кроме того, при
N > 2 для каждого
S = [(x1, . . . , xN)] ∈ X∗N
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имеет место равенство α∗(S1, S2) = α∞(S1, S2), где S1, S2 — произ-
вольные элементы из открытого шара B(S, ε) ⊂ (XN , α∗) радиуса
ε =
1
4
min{|xixj| : i 6= j; i, j ∈ {1, . . . , N}},
а при N ≤ 2 имеет место равенство α∗ = α∞.
(ii) (X, ρ) является собственным пространством тогда и только
тогда, когда (XN , αp) — собственное пространство.
(iii) (X, ρ) является пространством с внутренней метрикой то-
гда и только тогда, когда (XN , αp), (X
∗
N , αp) — пространства с внут-
ренней метрикой. Кроме того, X∗N — всюду плотное подмножество
пространства (XN , αp) при card (X) > 1.
(iv) (X, ρ) является геодезическим (метрически выпуклым, выпук-
лым по Менгеру) пространством тогда и только тогда, когда (XN , αp)
— геодезическое (метрически выпуклое, выпуклое по Менгеру) про-
странство.
Доказательство теоремы 1.
(i) Нетрудно проверить, что для каждого
S = [(x1, . . . , xN)] ∈ X∗N
открытый шар B(S, δ) пространства (XN , αp), где
δ =
1
2
min{|xixj| : i 6= j; i, j ∈ {1, . . . , N}},
принадлежит множеству X∗N . Следовательно, X
∗
N — открытое множе-
ство пространства (XN , αp). Докажем, что α∗ ≤ αp. Для каждого σ ∈
S(N) имеем, что
α∗([(x1, . . . , xN)], [(y1, . . . , yN)]) = max{max{|xi{y1, . . . , yN}| :
1 ≤ i ≤ N},max{|yj{x1, . . . , xN}| : 1 ≤ j ≤ N}} ≤
max{ρN,p((x1, . . . , xN), (yσ(1), . . . , yσ(N))), ρN,p((y1, . . . , yN), (xσ(1), . . . , xσ(N)))}.
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Осталось взять минимум по всем σ ∈ S(N) в правой части неравенства
и использовать определение метрики αp.
Пусть
N > 2, S1, S2 ∈ B(S, ε) ⊂ (XN , α∗).
Тогда
α∗(S1, S2) < 2ε.
Учитывая определения псевдометрики α∗ и ε, получим, что
S1, S2 ∈ X∗N α∗(S1, S2) = α∞(S1, S2).
Пусть теперь N = 2 (случай, когда N = 1, очевиден) и для определен-
ности положим
S = [(x, y)], S1 = [(u, v)], |xu| = D(S, S1).
Тогда
α∗(S, S1) = max{max{|xv|, |y{u, v}|}; max{|yu|, |v{x, y}|}}.
Рассмотрим два случая.
1. Если |yu| > |yv|, то
α∗(S, S1) = max{max{|xv|, |yv|}; |yu|} =
max{|xv|, |yu|} = min{max{|xu|, |yv|}; max{|xv|, |yu|}} = α∞(S, S1).
2. Если |yu| ≤ |yv|, то
α∗(S, S1) = max{max{|xv|, |yu|}; max{|yu|, |v{x, y}|}} =
max{|xv|, |yu|} = min{max{|xu|, |yv|}; max{|xv|, |yu|}} = α∞(S, S1).
(ii) Доказательство достаточности очевидно. Докажем необходи-
мость. Пусть
S = [(x1, . . . , xN)] ∈ XN и (Sn = [(yn1 , . . . , ynN)])
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— ограниченная последовательность пространства (XN , αp), то есть най-
дется такая вещественная константа c > 0, что для каждого n ∈ N
справедливо неравенство:
αp(Sn, S) ≤ c.
Тогда для каждого n ∈ N найдется такое σn ∈ S(N), что
ρN,p((x1, . . . , xN), (y
n
σn(1)
, . . . , ynσn(N))) ≤ c.
Следовательно, для каждого k ∈ {1, . . . , N} найдется подпоследова-
тельность (ymσm(k)) последовательности (y
n
σn(k)
), сходящаяся к некоторо-
му uk ∈ X при m → ∞, поскольку пространство X — собственное.
Положим
S0 = [(u1, . . . , uN)].
Тогда
αp(Sm, S0) ≤ ρN,p((u1, . . . , uN), (ymσm(1), . . . , ymσm(N)))→ 0
при m→∞. Таким образом, (XN , αp) — собственное пространство.
(iii) Доказательство достаточности для пространства (XN , αp) оче-
видно. Докажем необходимость. Пусть произвольно выбраны
S = [(x1, . . . , xN)], S1 = [(y1, . . . , yN)] ∈ XN .
Используя лемму 1.1.1, для каждого ε > 0 выберем
S2 = [(z1, . . . , zN)],
где zi ∈ ω(xi, yσ(i), ε1) для каждого i ∈ {1, . . . , N}, ε1 = εN−1/p при
p ∈ [1,∞), ε1 = ε при p =∞ и σ ∈ S(N) такое, что
ρN,p((x1, . . . , xN), (yσ(1), . . . , yσ(N))) = αp(S, S1).
Тогда
2max{αp(S, S2), αp(S2, S1)} ≤
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2max{ρN,p((x1, . . . , xN), (z1, . . . , zN)), ρN,p((z1, . . . , zN), (yσ(1), . . . , yσ(N)))} <
ρN,p((x1, . . . , xN), (yσ(1), . . . , yσ(N))) + ε = αp(S, S1) + ε.
В силу леммы 1.1.1, (XN , αp) — пространство с внутренней метрикой.
С помощью леммы 1.1.1 нетрудно доказать, что X∗N — всюду плот-
ное подмножество пространства (XN , αp) при cardX > 1. Из этих двух
доказанных утверждений и леммы 1.1.1 следует теперь, что (X∗N , αp) —
пространство с внутренней метрикой.
(iv) Доказательство достаточности очевидно. Докажем необходи-
мость. Пусть произвольно выбраны
S = [(x1, . . . , xN)], S1 = [(y1, . . . , yN)] ∈ XN
и пусть σ ∈ S(N) такое, что
ρN,p((x1, . . . , xN), (yσ(1), . . . , yσ(N))) = αp(S, S1).
Для каждого i ∈ {1, . . . , N} в силу геодезичности пространства X най-
дется некоторый сегмент [xi, yσ(i)]. Выберем для каждого i ∈ {1, . . . , N}
и для каждого λ ∈ [0, 1] такую точку zi(λ) ∈ [xi, yσ(i)], что
|xizi(λ)| = λ|xiyσ(i)|.
Для каждого λ ∈ [0, 1] положим
S(λ) = [(z1(λ), . . . , zN(λ))].
Тогда для каждого λ ∈ [0, 1], используя неравенство треугольника,
нетрудно получить равенство
αp(S, S(λ)) + αp(S(λ), S1) = αp(S, S1).
Следовательно, S(λ) при изменении параметра λ на отрезке [0, 1] есть
параметризация некоторого сегмента с концами S, S1 в пространстве
(XN , αp), и это пространство геодезическое. Утверждения этого пункта
41
теоремы 1, приведенные в скобках, теперь нетрудно доказать, исполь-
зуя аналогию с доказанным случаем. Таким образом, теорема 1 дока-
зана.
Обозначим через Σ∗N(X) (через ΣN(X)) множество всех (непустых)
подмножеств в (X, ρ), состоящих (не более чем) из N точек, с инду-
цированной метрикой Хаусдорфа α. Причем обозначение Σ1(X) будем
заменять наX. Элементы множестваΣN(X) называютсяN -сетями [39].
Рассмотрим сюръекцию
f : XN → ΣN(X), f([(x1, . . . , xN)]) = {x1, . . . , xN}.
Очевидно, что при N ≤ 2 сюръекция f является изометрией простран-
ства (X2, α∞) на пространство (Σ2(X), α). Используя эту изометрию,
из теоремы 1 получаем
Следствие 1 [s20]. (X, ρ) — собственное пространство (простран-
ство с внутренней метрикой, геодезическое пространство, метри-
чески выпуклое пространство, выпуклое по Менгеру пространство)
тогда и только тогда, когда (Σ2(X), α) — собственное пространство
(пространство с внутренней метрикой, геодезическое пространство,
метрически выпуклое пространство, выпуклое по Менгеру простран-
ство).
Для того, чтобы при N > 2 пространство (X∗N , αp) было геодезиче-
ским пространством, на пространство (X, ρ) приходится налагать более
жесткие условия.
Теорема 2 [s20]. Пусть p ∈ [1,∞] и (X, ρ) — геодезическое про-
странство, удовлетворяющее следующим двум условиям (A1), (A2).
(A1) Каждые две различные точки пространства (X, ρ) можно
соединить единственным сегментом.
(A2) Если два сегмента имеют общий конец и общую внутрен-
нюю точку, то один из этих сегментов есть подмножество другого
42
сегмента.
Тогда (X∗N , αp) — геодезическое пространство.
Если кроме условий (A1), (A2) выполнено следующее глобальное усло-
вие (A3) неположительности кривизны по Буземану (см. [25, с. 304])
(A3) 2|ω(z, x)ω(z, y)| ≤ |xy|
для любых x, y, z ∈ X, то при N > 1 для каждого
S = [(x1, . . . , xN)] ∈ (X∗N , αp)
и для любых W , T , D ∈ B(S, ε), где B(S, ε) — открытый шар про-
странства (X∗N , αp) радиуса
ε =
1
4
min{|xixj| : i 6= j; i, j ∈ {1, . . . , N}},
верно неравенство
2αp(ω(W,D), ω(T,D)) ≤ αp(W,T ),
то есть при N > 1 пространство (X∗N , αp) удовлетворяет локально-
му условию неположительности кривизны по Буземану.
Доказательство теоремы 2.
При card (X) = 1 или N = 1 теорема 2, очевидно, верна. Предполо-
жим, что card (X) > 1 иN > 1. Пусть произвольно выбраны различные
S = [(x1, . . . , xN)], S1 = [(y1, . . . , yN)] ∈ X∗N .
Рассмотрим сначала частный случай, когда все точки
{x1, . . . , xN , y1, . . . , yN}
принадлежат одному сегменту и p ∈ [1,∞). Без потери общности мож-
но считать, что точки упорядочены следующим образом:
x1 > . . . > xN , y1 > . . . > yN , x1 ≥ y1.
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Докажем, что
ρN,p((x1, . . . , xN), (y1, . . . , yN)) = αp(S, S1),
индукцией по N . Пусть N = 2. Если x2 ≤ y1, то нетрудно получить
неравенство
ρ2,p((x1, x2), (y1, y2)) ≤ ρ2,p((x1, x2), (y2, y1)),
из которого следует требуемое равенство. Пусть x2 > y1. Заметим, что
функция
f : R+ → R+, f(t) = (a+ t)p − (b+ t)p,
где b ≤ a, a, b ∈ R+, неубывающая. С учетом этого, требуемое равенство
следует теперь из неравенств
|x1y1|p− |x2y1|p ≤ (|x1y1|+ |y1y2|)p− (|x2y1|+ |y1y2|)p = |x1y2|p− |x2y2|p.
Итак, при N = 2 рассматриваемое равенство установлено. Предполо-
жим, что это равенство верно для всех N ≤ n − 1 и докажем его для
N = n. Пусть σ ∈ S(N). Рассмотрим два случая.
(i) Если σ(1) = 1, то по предположению индукции
ρN−1,p((x2, . . . , xN), (y2, . . . , yN)) ≤ ρN−1,p((x2, . . . , xN), (yσ(2), . . . , yσ(N)))
или
ρN−1,p((x2, . . . , xN), (y2, . . . , yN)) ≤ ρN−1,p((y2, . . . , yN), (xσ(2), . . . , xσ(N))).
Следовательно,
ρN,p((x1, . . . , xN), (y1, . . . , yN)) ≤ ρN,p((x1, . . . , xN), (yσ(1), . . . , yσ(N))).
или
ρN,p((x1, . . . , xN), (y1, . . . , yN)) ≤ ρN,p((y1, . . . , yN), (xσ(1), . . . , xσ(N))).
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(ii) Если σ(1) > 1 и σ(k) = 1, где k ∈ {2, . . . , N}, то, исполь-
зуя установленные неравенства пункта (i) и предположение индукции,
нетрудно получить неравенства:
ρN,p((x1, . . . , xN), (y1, . . . , yN)) ≤
ρN,p((x1, . . . , xN), (yσ(k), . . . , yσ(k−1), yσ(1), yσ(k+1), . . . , yσ(N))) ≤
ρN,p((x1, . . . , xN), (yσ(1), . . . , yσ(N))).
Следовательно, требуемое равенство доказано.
Выберем для каждого λ ∈ [0, 1] и для каждого k ∈ {1, . . . , N} такую
точку zk(λ) ∈ [xk, yk], что
|xkzk(λ)| = λ|xkyk|.
Тогда для каждого λ ∈ [0, 1] справедливы неравенства:
z1(λ) > . . . > zN(λ).
Положим для каждого λ ∈ [0, 1]
S(λ) = [(z1(λ), . . . , zN(λ))].
Так же как и при доказательстве утверждения (iv) теоремы 1, исполь-
зуя доказанные выше неравенства, получаем, что S(λ) при изменении
параметра λ на отрезке [0, 1] есть параметризация некоторого сегмента
с концами S, S1 в пространстве (X
∗
N , αp). Таким образом, в частном
случае теорема 2 верна.
Рассмотрим общий случай. Пусть p ∈ [1,∞] и
Ξ = {σ ∈ S(N) : ρN,p((x1, . . . , xN), (yσ(1), . . . , yσ(N))) = αp(S, S1)}.
Индукцией по N докажем вспомогательное утверждение (H).
(H) Найдется такое σ ∈ Ξ, что для любых различных i, j ∈
{1, . . . , N}, для каждого λ ∈ [0, 1] справедливо неравенство zi(λ) 6=
zj(λ), где точка
zk(λ) ∈ [xk, yσ(k)]
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при k ∈ {i, j} такая, что
|xkzk(λ)| = λ|xkyσ(k)|,
а сегмент [xk, yσ(k)] существует и является единственным в силу условия
(A1).
Пусть N = 2. Предположим противное. Тогда для каждого σ ∈ Ξ
найдется такое λ ∈ (0, 1), что z1(λ) = z2(λ). Используя определение
точек z1(λ), z2(λ) и неравенство треугольника, получим
ρ2,p((x1, x2), (yσ(2), yσ(1))) ≤ ρ2,p((x1, x2), (yσ(1), yσ(2))).
Если полученное неравенство строгое, то в силу определения множества
Ξ и метрики αp получили противоречие. Если имеет место равенство,
то в силу условий (A1), (A2) точки
x1, x2, yσ(1), yσ(2)
принадлежат одному сегменту и Ξ = S(2). Тогда в силу определений
точек z1(λ), z2(λ) и метрики αp снова получили противоречие.
Допустим, что утверждение (H) верно для всехN ≤ n−1 и докажем
его для N = n. Предположим противное. Тогда для каждого σ ∈ Ξ
найдутся такие различные i, j ∈ {1, . . . , N} и такое λ ∈ (0, 1), что
zi(λ) = zj(λ). В этом случае пару сегментов
{[xi, yσ(i)], [xj, yσ(j)]}
назовем отмеченной.
Пусть σ ∈ Ξ и p ∈ [1,∞). В семействе сегментов
D = ([xk, yσ(k)])k∈{1,...,N}
заменим отмеченную пару
{[xi, yσ(i)], [xj, yσ(j)]}
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на пару
{[xi, yσ(j)], [xj, yσ(i)]}.
Это приводит к новой подстановке pi, полученной перестановкой σ(i)
и σ(j) в подстановке σ, в частности, pi(i) = σ(j), pi(j) = σ(i). Тогда,
учитывая установленное неравенство при N = 2, получим
ρN,p((x1, . . . , xN), (ypi(1), . . . , ypi(N))) ≤ ρN,p((x1, . . . , xN), (yσ(1), . . . , yσ(N))).
Если полученное неравенство строгое, то в силу определения множества
Ξ и метрики αp получили противоречие. Если имеет место равенство,
то в силу условий (A1), (A2) точки
xi, ypi(i), xj, ypi(j)
принадлежат одному сегменту. Кроме того, pi ∈ Ξ и пара
{[xi, ypi(i)], [xj, ypi(j)]}
— неотмеченная. Учитывая предположение индукции, можно считать,
что, если удалить из семейства сегментов
∆1 = ([xk, ypi(k)])k∈{1,...,N}
сегменты
[xi, ypi(i)], [xj, ypi(j)],
то в оставшемся семействе не останется отмеченных пар сегментов.
Если в семействе ∆1 нет отмеченных пар сегментов, то в силу опре-
деления множества Ξ и метрики αp получаем противоречие. Предполо-
жим для определенности, что пара
{[xi, ypi(i)], [xl, ypi(l)]}
— отмеченная. Заменив ее в семействе ∆ на пару
{[xi, ypi(l)], [xl, ypi(i)]},
47
получим новое семейство сегментов∆2. Аналогично предыдущему, вво-
дя новую подстановку и повторяя рассуждения, мы либо сразу получа-
ем противоречие, либо получаем, что точки
xi, ypi(i), xj, ypi(j), xl, ypi(l)
принадлежат одному сегменту L. Учитывая доказанный частный слу-
чай, можно считать, что на сегменте L нет отмеченных пар сегментов.
А по предположению индукции можно считать, что нет отмеченных пар
сегментов и среди сегментов семейства ∆1, расположенных вне сегмен-
та L. Продолжая такую процедуру замены отмеченных пар сегментов,
мы через конечное число шагов получим противоречие, поскольку для
точек, расположенных на одном сегменте, теорема 2 доказана и группа
подстановок — конечная.
Пусть σ ∈ Ξ и p = ∞. В семействе сегментов D выберем сегмент
[xi, yσ(i)] длины αp(S, S1). Учитывая предположение индукции, можно
считать, что, если удалить этот сегмент из семействаD, то в оставшем-
ся семействе не останется отмеченных пар сегментов. Пусть пара
{[xi, yσ(i)], [xj, yσ(j)]}
отмеченная. Если вD такого сегмента [xj, yσ(j)] не существует, то в силу
определения множества Ξ и метрики αp, сразу получаем противоречие.
Заменив в семействе D отмеченную пару
{[xi, yσ(i)], [xj, yσ(j)]}
на пару
{[xi, yσ(j)], [xj, yσ(i)]},
получим семейство сегментов D(1). Это приводит к новой подстанов-
ке pi, полученной перестановкой σ(i) и σ(j) в подстановке σ. Длины
сегментов
[xi, yσ(j)], [xj, yσ(i)]
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строго меньше, чем αp(S, S1). В семействе D(1) выберем новый сегмент
длины αp(S, S1) и повторим рассуждения. Через конечное число шагов
получим противоречие, поскольку группа подстановок — конечная и
на каждом шаге сегменты из отмеченных пар заменяются на сегмен-
ты меньшей длины, чем αp(S, S1). Таким образом, утверждение (H)
доказано.
Пусть σ ∈ Ξ такое, как описано в (H). Для каждого λ ∈ [0, 1] поло-
жим
S(λ) = [(z1(λ), . . . , zN(λ))].
Так же, как и в доказательстве утверждения (iv) теоремы 1, получаем,
что S(λ) при изменении параметра λ на отрезке [0, 1] есть параметри-
зация некоторого сегмента с концами S, S1 в пространстве (X
∗
N , αp).
Докажем теперь последнее утверждение теоремы. Пусть S,W , T , D
выбраны в соответствии с условиями теоремы. Тогда из неравенства
αp(S, T ) < ε,
неравенства треугольника и определения ε следует, что для каждого
t ∈ f(T ) найдется единственный элемент x(t) ∈ f(S) такой, что
|tx(t)| < ε,
а также для каждого x ∈ f(S) найдется такой элемент u ∈ f(T ), что
|ux| < ε.
Учтем также, что S ∈ X∗N . Тогда получим, что для каждого x ∈ f(S)
в шаре B(x, ε) содержится точно один элемент t(x) ∈ f(T ). Аналогич-
ное рассуждение справедливо и дляW , D. Соответствующие элементы
обозначим w(x) ∈ f(W ), d(x) ∈ f(D). Тогда для каждого x ∈ f(S)
имеем:
2|ω(w(x), d(x))ω(t(x), d(x))| ≤ |w(x)t(x)|.
Теперь нетрудно проверить, что
2αp(ω(W,D), ω(T,D)) ≤ αp(W,T ).
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Таким образом, теорема 2 доказана.
Используя сюръекцию f , для каждого p ∈ [1,∞] построим симмет-
рику
αˆp : ΣN(X)× ΣN(X) → R+, αˆp(S, S1) = αp(f−1(S), f−1(S1)).
Ограничение f1 сюръекции f на подмножество ∆N ∪X∗N ⊂ XN , где
∆N = {[(x1, . . . , xN)] ∈ XN : x1 = . . . = xN},
является биекцией на свой образ X ∪Σ∗N(X) ⊂ ΣN(X). Следовательно,
ограничение симметрики αˆp на множество
(X ∪ Σ∗N(X))× (X ∪ Σ∗N(X))
является метрикой и
f1 : (∆N ∪X∗N , αp)→ (X ∪ Σ∗N(X), αˆp)
— изометрия. Отметим также, что Σ∗N(X) является открытым под-
множеством пространства (ΣN(X), α). Действительно, пусть N > 1 и
S ∈ Σ∗N(X), тогда открытый шар B(S, ε) пространства (ΣN(X), α), где
ε =
1
2
min{|xy| : x, y ∈ S, x 6= y},
принадлежит подмножеству Σ∗N(X). Используя изометрию f1, получа-
ем следствие 2 теоремы 1 и следствие 3 теоремы 2.
Следствие 2 [s20].Пусть p ∈ [1,∞]. Тогда верны следующие утвер-
ждения
(i) На множестве X ∪ Σ∗N(X) имеет место неравенство α ≤ αˆp.
Кроме того, при N > 2 для каждого
S = {x1, . . . , xN} ∈ Σ∗N(X)
имеет место равенство
α(S1, S2) = αˆ∞(S1, S2),
50
где S1, S2 — произвольные элементы из открытого шара B(S, ε) ⊂
(ΣN(X), α) радиуса
ε =
1
4
min{|xixj| : i 6= j; i, j ∈ {1, . . . , N}},
а при N ≤ 2 имеет место равенство α = αˆ∞.
(ii) (X, ρ) является пространством с внутренней метрикой то-
гда и только тогда, когда (Σ∗N(X), αˆp) — пространство с внутренней
метрикой.
Следствие 3 [s20]. Пусть p ∈ [1,∞] и (X, ρ) — геодезическое про-
странство, удовлетворяющее условиям (A1), (A2). Тогда (Σ
∗
N(X), αˆp)
— геодезическое пространство. Если, кроме условий (A1), (A2), выпол-
нено условие (A3), то при N > 1 для каждого
S = {x1, . . . , xN} ∈ (Σ∗N(X), αˆp)
и для любых W , T , D ∈ B(S, ε), где B(S, ε) — открытый шар про-
странства (Σ∗N(X), αˆp) радиуса
ε =
1
4
min{|xixj| : i 6= j; i, j ∈ {1, . . . , N}},
имеет место неравенство
2αˆp(ω(W,D), ω(T,D)) ≤ αˆp(W,T ),
то есть при N > 1 пространство (Σ∗N(X), αˆp) удовлетворяет локаль-
ному условию неположительности кривизны по Буземану.
Введем на множестве XN следующее отношение эквивалентности R:
[(x1, . . . , xN)]R[(y1, . . . , yN)],
если
{x1, . . . , xN} = {y1, . . . , yN}.
Рассмотрим для p ∈ [1,∞] псевдометрику (см.[28, с. 73])
αp,R : XN ×XN → R+,
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αp,R(S, Sˆ) = inf{αp(S1, S˜1) + . . .+ αp(Sk, S˜k)},
где инфимум берется по всем k ∈ N и таким наборам {Si}, {S˜i},
1 ≤ i ≤ k, что S1 = S, S˜k = Sˆ и точка S˜i R-эквивалентна точке Si+1 при
всех i = 1, . . . , k− 1. Стандартным образом сопоставим псевдометриче-
скому пространству (XN , αp,R) метрическое пространство (XN/R, αp,R),
отождествляя точки, находящиеся на нулевом расстоянии и сохраняя
обозначение αp,R для полученной фактор-метрики. Отображение
g : XN/R→ ΣN(X), g([[(x1, . . . , xN)]]R) = {x1, . . . , xN}
является биекцией, с помощью которой мы отождествим фактор-множество
XN/R с множеством всех N -сетей ΣN(X) пространства X и наделим
множество ΣN(X) фактор-метрикой αp,R.
Теорема 3 [s20]. Пусть p ∈ [1,∞]. Тогда верны следующие утвер-
ждения
(i) На множестве ΣN(X) справедливо неравенство α ≤ αp,R. Кро-
ме того, при N > 2 для каждого
S = {x1, . . . , xN} ∈ Σ∗N(X)
имеет место равенство
α(S1, S2) = α∞,R(S1, S2),
где S1, S2 — произвольные элементы из открытого шара B(S, ε) ⊂
(ΣN(X), α) радиуса
ε =
1
4
min{|xixj| : i 6= j; i, j ∈ {1, . . . , N}},
а при N ≤ 2 верно равенство α = α∞,R.
(ii) (X, ρ) является собственным пространством тогда и только
тогда, когда (ΣN(X), αp,R) — собственное пространство.
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(iii) (X, ρ) является пространством с внутренней метрикой то-
гда и только тогда, когда (ΣN(X), αp,R), (Σ
∗
N(X), αp,R) — простран-
ства с внутренней метрикой. Кроме того, Σ∗N(X) — всюду плотное
подмножество пространства (ΣN(X), αp,R) при cardX > 1.
(iv) (X, ρ) является геодезическим (метрически выпуклым, выпук-
лым по Менгеру) собственным пространством тогда и только тогда,
когда (ΣN(X), αp,R) — геодезическое (метрически выпуклое, выпуклое
по Менгеру) собственное пространство.
Доказательство теоремы 3.
(i) Нетрудно понять, что для доказательства неравенства α ≤ αp,R
достаточно доказать неравенство α∗ ≤ αp,R для псевдометрик на мно-
жестве XN . Выберем произвольно ε > 0. Пусть S, Sˆ ∈ XN . В силу
определения псевдометрики αp,R, найдутся такие
S1, . . . , Sk, S˜1, . . . , S˜k ∈ XN ,
что S1 = S, S˜k = Sˆ, S˜iRSi+1 при всех i = 1, . . . , k − 1 и
αp(S1, S˜1) + . . .+ αp(Sk, S˜k) ≤ αp,R(S, Sˆ) + ε.
Тогда, используя неравенство треугольника и утверждение (i) теоремы
1, получим
α∗(S, Sˆ) ≤ α∗(S1, S˜1) + α∗(S˜1, S2) + α∗(S2, S˜2) + . . .+ α∗(S˜k−1, Sk)+
α∗(Sk, S˜k) = α∗(S1, S˜1) + α∗(S2, S˜2) + . . .+ α∗(Sk, S˜k) ≤
αp(S1, S˜1) + . . .+ αp(Sk, S˜k) ≤ αp,R(S, Sˆ) + ε.
Используя произвол в выборе ε > 0, получим требуемое неравенство.
Оставшиеся равенства следуют из соответствующих равенств утвер-
ждения (i) следствия 2, если учесть доказанное неравенство и сле-
дующее простое неравенство для псевдометрики и метрики на XN :
αp,R ≤ αp для p ∈ [1,∞].
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(ii) Доказательство достаточности очевидно. Для доказательства
необходимости достаточно доказать, что произвольный замкнутый шар
B[[S]R, r] в пространстве (ΣN(X), αp,R) компактен. Рассмотрим полный
прообраз
M = pi−1(B[[S]R, r])
этого шара относительно канонической проекции
pi : XN → ΣN(X), pi(S) = [S]R.
Из непрерывности канонической проекции следует, что множество M
замкнуто. Кроме того,
M ⊂ B[S, r1] ⊂ (XN , αp),
где
S ∈ [S]R, r1 = (N)1/p(r +D(f(S))).
Действительно, используя определения метрик α, αp, сюръекции f , до-
казанное утверждение (i) и неравенство треугольника, для каждого
Sˆ ∈M получим неравенства
αp(S, Sˆ) ≤ (N)1/pα∞(S, Sˆ) ≤ (N)1/p(α(f(S), f(Sˆ)) +D(f(S))) ≤
(N)1/p(αp,R(f(S)), f(Sˆ)) +D(f(S))) ≤ r1.
Следовательно, множество M ограничено и замкнуто в пространстве
(XN , αp). В силу утверждения (ii) теоремы 1, M компактно в про-
странстве (XN , αp). Тогда его образ pi(M) = B[[S]R, r] относительно
непрерывного отображения pi является компактным множеством в про-
странстве (ΣN(X), αp,R).
(iii) Доказательство достаточности для пространства (ΣN(X), αp,R)
очевидно. Докажем необходимость. Пусть произвольно выбраны
S = [(x1, . . . , xN)], Sˆ = [(y1, . . . , yN)]
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в псевдометрическом пространстве (XN , αp,R). Для произвольно вы-
бранного ε > 0 найдутся такие
S1, . . . , Sk, S˜1, . . . , S˜k ∈ XN ,
что
S1 = S, S˜k = Sˆ, S˜iRSi+1
при всех i = 1, . . . , k − 1 и
C = αp(S1, S˜1) + . . .+ αp(Sk, S˜k) < αp,R(S, Sˆ) + ε.
Найдем такое j ∈ {1, . . . , k − 1}, что
αp(S1, S˜1) + . . .+ αp(Sj, S˜j) ≤ C/2
и
αp(S1, S˜1) + . . .+ αp(Sj+1, S˜j+1) > C/2.
Пусть
ε1 = αp,R(S, Sˆ) + ε− C > 0.
Используя утверждение (iii) теоремы 1 и лемму 1.1.1, выберем такое
S∗ = [(z1, . . . , zN)] ∈ XN ,
что
2max{αp(Sj+1, S∗), αp(S∗, S˜j+1)} < αp(Sj+1, S˜j+1) + ε1.
Тогда
αp(S1, S˜1) + . . .+ αp(Sj, S˜j) + αp(Sj+1, S
∗) + αp(S∗, S˜j+1)+
αp(Sj+2, S˜j+2) + . . .+ αp(Sk, S˜k) < C + ε1 = αp,R(S, Sˆ) + ε.
Теперь нетрудно проверить, что
2max{αp,R(S, S∗), αp,R(S∗, Sˆ)} < αp,R(S, Sˆ) + ε.
Следовательно, в силу леммы 1.1.1, (ΣN(X), αp,R) — пространство с
внутренней метрикой.
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С помощью леммы 1.1.1 нетрудно доказать, что Σ∗N(X) — всюду
плотное подмножество пространства (ΣN(X), αp,R) при cardX > 1. Из
этих двух доказанных утверждений и леммы 1.1.1 следует теперь вер-
ность утвержения для пространства (ΣN(X), αp,R).
(iv) Доказательство достаточности очевидно, а необходимость яв-
ляется следствием доказанного утверждения (iii) и известной теоремы
Хопфа-Ринова и Кон-Фоссена (см. [28], с. 60). Таким образом, теорема
3 доказана.
Отметим для сравнения, что из предложения 1 [82] следует, что в
геодезическом пространстве, удовлетворяющим условиям (A1), (A2),
(A3), множество всех непустых ограниченных замкнутых выпуклых
множеств с метрикой Хаусдорфа является геодезическим пространством,
удовлетворяющем глобальному условию неположительности кривизны
по Буземану. В следующем cледствии 4 теорем 1, 3 установлены полез-
ные достаточные условия, при которых две N -сети могут быть соеди-
нены сегментом в пространстве (ΣN(X), α).
Следствие 4 [s20]. Пусть (X, ρ) — геодезическое пространство.
(i) Если S1, S2 ∈ Σ∗N(X) и
α(S1, S2) = αˆ∞(S1, S2),
то N -сети S1, S2 могут быть соединены сегментом в пространстве
(ΣN(X), α).
(ii) Если (X, ρ) — собственное пространство, S1, S2 ∈ ΣN(X) и
α(S1, S2) = α∞,R(S1, S2),
то N -сети S1, S2 могут быть соединены сегментом в пространстве
(ΣN(X), α).
Примеры.
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I. Рассмотрим в евклидовой плоскости R2 две 3-сети
M = {(0; 0), (−a;−a), (−a; a)}, W = {(0; 0), (a; a), (a;−a)},
где a ∈ R+. Тогда нетрудно найти, что
α(M,W ) =
√
2a, αˆ∞(M,W ) = α∞,R(M,W ) = 2a
и множество
Ω = {(0; 0), (−a/2;−a/2), (−a/2; a/2), (a/2; a/2), (a/2;−a/2)} ∈ Σ5(R2)
из теоремы 1.1.2. Кроме того,
2α(M,T ) = 2α(W,T ) = α(M,W ),
2αˆ∞(M,D) = 2αˆ∞(W,D) = αˆ∞(M,W ),
где
T = {(−a/2;−a/2), (−a/2; a/2), (a/2; a/2), (a/2;−a/2)} ∈ Σ4(R2),
D = {(0; 0), (0; a), (0;−a)} ∈ Σ3(R2).
Теперь нетрудно установить что, в любой окрестности 3-сети
O = {(0; 0)} ∈ (Σ3(R2), α)
существуют две 3-сети, несоединимые сегментом в пространстве
(Σ3(R
2), α) и α 6= αˆ.
II. Рассмотрим на прямой R три 3-сети
M = {0, 2a, 3a+ b}, W = {a, 2a+ b, 4a+ b}, T = {a, 3a+ b},
где a, b ∈ R+. В следующих трех случаях нетрудно подсчитать рассто-
яния.
1. Если b ≤ a, то
α(M,W ) = α∞,R(M,W ) = αˆ∞(M,W ) = a.
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2. Если a < b ≤ 2a, то
α(M,W ) = a < b = αˆ∞(M,W ) = α∞,R(M,W ).
3. Пусть 2a < b. Если a = 0, то M = W = T . Если a > 0, то
α(M,W ) = a < 2a = α(M,T ) + α(T,W ) =
α∞,R(M,W ) < b = αˆ∞(M,W ),
и не существует сегмента с концами M , W в пространстве (Σ3(R), α).
Сравнивая полученные результаты, нетрудно заметить, что простран-
ство (ΣN(X), α) лишь при N = 2 обладает достаточно хорошими гео-
метрическими свойствами, зависящими от аналогичных свойств про-
странства (X, ρ). Поэтому исследуем этот случай немного подробнее.
Рассмотрим метрическое пространство (X, ρ) с выделенным семей-
ством сегментов S, удовлетворяющее следующим условиям.
(B1) Каждый подсегмент произвольного сегмента из S принадле-
жит S.
(B2) Для любых x, y ∈ X существует единственный сегмент [x, y] ∈
S.
Для λ ∈ [0, 1], x, y ∈ X обозначим через ωλ(x, y) точку сегмента
[x, y] ∈ S такую, что
|xωλ(x, y)| = λ|xy|.
Кроме условий (B1), (B2) будем использовать следующее глобальное
условие неположительности кривизны по Буземану пространства (X, ρ)
[27, c. 63].
(B3) Для любых
x, y, z ∈ X, 2|ω1/2(z, x)ω1/2(z, y)| ≤ |xy|.
Лемма 1 [s16]. Пусть метрическое пространство X удовлетворя-
ет условиям (B1), (B2), (B3). Тогда
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отображение
pi : (Σ2(X), α)→ (X, ρ), pi({x, y}) = ω1/2(x, y)
обладает следующими свойствами.
(i) Для любых S, S1 ∈ Σ2(X) справедливы неравенства:
|pi(S)pi(S1)| ≤ α(S, S1) ≤ |pi(S)pi(S1)|+ 1
2
(D(S) +D(S1)).
(ii) Для любых x, y ∈ X имеет место равенство:
inf{α(S, S1) : S ∈ pi−1(x), S1 ∈ pi−1(y)} = |xy|.
Доказательство леммы 1.
(i) Пусть
|xu| = D(S, S1), S = {x, y}, S1 = {u, v}.
Тогда в силу условий (B1), (B2), (B3) и изометричности пространств
(X2, α∞), (Σ2(X), α) получим:
|pi(S)pi(S1)| = |ω1/2(x, y)ω1/2(u, v)| ≤
|ω1/2(x, y)ω1/2(y, v)|+ |ω1/2(y, v)ω1/2(u, v)| ≤ 1
2
|xv|+ 1
2
|yu| ≤
max{|xv|, |yu|} = min{max{|xu|, |yv|}; max{|xv|, |yu|}} = α(S, S1).
С другой стороны
α(S, S1) = min{max{|xu|, |yv|}; max{|xv|, |yu|}} = max{|xv|, |yu|} ≤
max{|xpi(S)|+ |pi(S)pi(S1)|+ |pi(S1)v|; |upi(S1)|+ |pi(S1)pi(S)|+ |pi(S)y|} =
|pi(S)pi(S1)|+ 1
2
(D(S) +D(S1)).
Доказательство (ii) сразу следует из (i). Таким образом, лемма 1 дока-
зана.
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Введем следующие обозначения.
∆ = {{x, y} ∈ Σ2(X) : x = y},
τ(S) = {S1 ∈ Σ2(X) : α(S, S1) = D(S, S1)},
где S ∈ Σ2(X). Для S = {x, y} ∈ Σ2(X) положим S(x) = x при x = y
и S(x) = y при x 6= y.
Пусть пространство X удовлетворяет условиям (B1), (B2), (B3) и
S, S1 ∈ Σ2(X). Введем множество
Ω(S, S1) = {{ω1/2(x, S1(u)), ω1/2(S(x), u)} ∈ Σ2(X) :
x ∈ S, u ∈ S1, |xu| = D(S, S1)}
и рассмотрим cледующее условие на метрическое пространство X.
(B4) Для любых различных точек x, y ∈ X найдется единственная
точка z ∈ X такая, что y = ω1/2(x, z).
Лемма 2 [s16]. Пусть метрическое пространство X удовлетворя-
ет условиям (B1), (B2), (B3). Тогда верны следующие свойства.
(i) Если S1 6∈ τ(S)\∆, то существует единственная 2-сеть
Ω(S, S1) ∈ Σ2(X).
(ii) S ∈ Σ2(X)\∆, S1 ∈ τ(S)\∆
тогда и только тогда, когда множество
Ω(S, S1) ⊂ Σ2(X)
состоит из двух различных 2-сетей.
(iii) Если пространство X удовлетворяет также условию (B4),
то для каждого x ∈ ∆ и для каждого
S ∈ Σ2(X)\{x}
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существует единственная 2-сеть S1 ∈ Σ2(X) такая, что
S = Ω(x, S1).
Доказательство леммы 2.
(i) Пусть
S = {x, y}, S1 = {u, v}, |xu| = D(S, S1) > α(S, S1).
Тогда, в силу изометричности пространств (X2, α∞), (Σ2(X), α),
α(S, S1) = max{|xv|, |yu|}.
Следовательно,
Ω(S, S1) = {ω1/2(x, v), ω1/2(y, u)}.
(ii) Пусть
|xu| = α(S, S1) = D(S, S1).
Тогда
α(S, S1) = max{|xv|, |yu|}.
Следовательно,
Ω(S, S1) = {{ω1/2(x, v), ω1/2(y, u)}, {ω1/2(x, u), ω1/2(y, v)}}.
(iii) Пусть S = {u, v}. В силу условий (B1), (B2), (B3), (B4), найдутся
единственная точка z ∈ X и единственная точка w ∈ X такие, что
u = ω1/2(x, z), v = ω1/2(x, w).
Следовательно, S = Ω(x, S1), где S1 = {z, w}. Таким образом, лемма 2
доказана.
Примеры.
III. Пусть полуплоскость
P = {(x; y) ∈ R2 : x ≥ y}
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наделена метрикой:
d : P × P → R, d((x; y), (u; v)) = max{|x− u|, |y − v|}.
Тогда отображение
f : (P, d)→ (Σ2(R), α), f((x; y)) = {x, y}
является изометрией, поскольку для всех (x; y), (u; v) ∈ P
min{max{|x− u|, |y− v|},max{|x− v|, |y− u|}} = max{|x− u|, |y− v|}.
При этом f−1(Ω(S, S1)) изображается серединой отрезка
[f−1(S), f−1(S1)],
где S, S1 ∈ Σ2(R).
IV. Пусть (X, ρ) — евклидово пространство и S ∈ pi−1(x). Тогда
α(S, pi−1(y)) = |xy|
для всех x, y ∈ X.
V. Пусть в открытом шареB(0, 1) вещественного гильбертового про-
странства задана метрика ρ следующим образом:
|xy| = Arch
(
1− (x, y)
((1− x2)(1− y2))1/2
)
,
где (x, y) — скалярное произведение векторов x, y из B(0, 1). Таким
образом, получили бесконечномерный вариант известной интерпрета-
ции Бельтрами–Клейна геометрии Лобачевского [66, с. 48]. В простран-
стве (B(0, 1), ρ) рассмотрим такие невырожденные перпендикулярные
отрезки [x, y], [a, b], что x = ω1/2(a, b). Тогда, используя соображения
симметрии и тригонометрию плоскости Лобачевского, нетрудно полу-
чить равенство
sh(α({a, b}, pi−1(y))) = ch
( |ab|
2
)
sh(|xy|).
Следовательно, в этом случае имеет место неравенство:
α({a, b}, pi−1(y)) > |xy|.
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1.3 Выпуклые множества в обобщенном хордовом
пространстве
Обобщенным хордовым пространством [s6] назовем метрическое про-
странство (X, ρ) с выделенным семейством S сегментов, называемых
хордами, удовлетворяющее следующим условиям (C1 − C8).
(C1) Каждый подсегмент произвольной хорды из S является хор-
дой.
(C2) Для любых x, y ∈ X существует хорда T (x, y) ∈ S с концами
x, y.
(C3) Если в параметризации пропорциональной длине дуги с обла-
стью определения равной отрезку [0, 1] последовательность хорд пото-
чечно сходится к некоторому сегменту, то этот сегмент является хордой.
(C4) Для каждой точки p ∈ X существует открытый шар B(p, rp)
(rp > 0) такой, что всякие две различные точки из этого шара можно
соединить единственной хордой.
(C5) Для каждой точки p ∈ X всякую хорду T (x, y), соединяющую
различные точки из шара B(p, rp), можно единственным образом про-
должить в обе стороны до большей хорды, т. е. найдется такая хорда
T (u, v) ⊂ B(p, rp), что
T (x, y) ⊂ T (u, v)\{u, v}
и если произвольные две хорды из шара B(p, rp) имеют общий конец
и общую внутреннюю точку, то одна из этих хорд есть подмножество
другой хорды.
Часто вместо условия (C5) будем использовать более сильное условие
(PG).
(PG) Всякую хорду можно единственным образом продолжить до
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такой геодезической линии, у которой каждый принадлежащий ей сег-
мент пространства X является хордой. Здесь и далее область парамет-
ризации геодезической линии совпадает с R [25, c. 48], [27, c. 3].
Для компактной записи следующих условий введем несколько обо-
значений. Если выполнено условие (PG), то K = R, в ином случае
K = [0, 1]. Для произвольного x ∈ X Wx — множество всех y ∈ X
таких, что существует единственная хорда T (x, y). Tλ(x, y) — точка,
которая находится из следующих условий:
(i) если λ ∈ [0, 1], то
Tλ(x, y) ∈ T (x, y), |xTλ(x, y)| = λ|xy|;
(ii) если выполнено условие (PG) и λ > 1 (λ < 0), то
|xTλ(x, y)| = |λ||xy|
и точка Tλ(x, y) принадлежит геодезической, содержащей хорду T (x, y),
таким образом, чтобы точка y (x) лежала между точкой x (y) и точкой
Tλ(x, y).
Для каждого λ ∈ K положим
ωλ(x, y) = {Tλ(x, y) : T (x, y) ∈ S} (1).
(C6) Из условий
x = lim
n→∞
xn, y = lim
n→∞
yn
следует, что для каждого λ ∈ K верно равенство
lim
n→∞
|ωλ(xn, yn)ωλ(x, y)| = 0.
(C7) Для каждого x ∈ X и для каждого λ ∈ (0, 1) отображение
λx : Wx → Wx, λx(y) = ωλ(x, y),
64
отображает открытые множества в X, принадлежащие множеству Wx,
в открытые множества в X.
(C8) Для каждого p ∈ X существует непрерывное отображение
τp : B(p, rp)→ B(p, rp),
удовлетворяющее условию
p = ω1/2(x, τp(x))
для каждого x ∈ B(p, rp).
Нетрудно проверить, что условия (C1−C8) выполняются в хордовом
пространстве [27, c. 23], а условия (C7), (C8) следуют из условий (C1−
C4), (C6), (PG).
Обобщенное хордовое пространство назовем обобщенным
G-пространством Буземана, если оно удовлетворяет условию (G).
(G) Cемейство S совпадает с семейством всех сегментов простран-
ства X.
Нетрудно проверить, что G-пространство Буземана [25, c. 54] явля-
ется обобщенным G-пространством Буземана.
В дальнейшем нам понадобятся следующие определения.
Множество M пространства X, удовлетворяющего условиям (C1),
(C2), назовем U -множеством, если для каждых двух различных то-
чек из множества M существует единственная хорда с концами в этих
точках. Это аналог U -множества в хордовом пространстве [27, c. 73].
Обобщенным прямым хордовым пространством (обобщенным пря-
мым G-пространством Буземана) назовем обобщенное хордовое про-
странство (обобщенное G-пространство Буземана), которое является
U -множеством и удовлетворяет условию (PG). Это аналоги прямого
хордового пространства и прямого G-пространства Буземана [27, c. 26].
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Банахово пространство, в котором в качестве хорд выбраны прямоли-
нейные сегменты, является примером обобщенного прямого хордового
пространства.
Прямой в пространстве X, удовлетворяющим условиям (C1), (C2),
назовем геодезическую линию, у которой каждый принадлежащий ей
сегмент пространства X является хордой.
Множество M пространства X, удовлетворяющего условиям (C1),
(C2), назовем выпуклым, если для каждых двух различных точек из
M все хорды с концами в этих точках принадлежат множеству M [27,
с. 72].
МножествоM с непустой внутренностью обобщенного хордового про-
странства назовем строго выпуклым, если множество M¯ является U -
множеством и для каждых двух различных точек x, y ∈ M¯ каждая
точка z, удовлетворяющая условию [xzy], является внутренней точкой
множества M (ср. [25, с. 153]). Здесь [xzy] означает, что точки x, y, z
попарно различные и точка z принадлежит единственной хорде с кон-
цами x, y.
Пусть E — выпуклое множество вещественной прямой R. Функция
f : E → R
называется безвершинной, если она непрерывна и
f(y) ≤ max{f(x), f(z)}
для всех x, y, z ∈ E таких, что x < y < z [25, с. 144].
Функция
f : X → R
называется слабо безвершинной, если она непрерывна, пространство X
удовлетворяет условиям (C1), (C2) и
f(y) ≤ max{f(x), f(z)}
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для всех x, y, z таких, что [xyz]W , где [xyz]W означает, что точки x, y, z
попарно различные и точка y принадлежит некоторой хорде с концами
x, z [27, с. 73, с. 149].
Прямую Λ1 в обобщенном прямом хордовом пространстве назовем
перпендикуляром к прямой Λ в точке x, если {x} = Λ ∩ Λ1 и каждая
точка прямой Λ1 имеет своим основанием на прямой Λ точку x. При
этом прямая Λ называется трансверсалью к прямой Λ1 в точке x (ср.
[27, с. 10], [25, с. 158]).
ПустьM — выпуклое множество с непустой внутренностью обобщен-
ного хордового пространства такое, что M¯ ⊂ B(p, rp). Фиксируем точку
q ∈ ∂M , где ∂M — граница множества M . Опорной хордой множества
M в точке q назовем такую хорду T (x, y), что
x, y ∈ B(p, rp), [xqy] и T (x, y)∩
◦
M= ∅.
Обозначим множество всех точек на всех опорных хордах в точке q
через Vq (ср. [27, с. 79]). Введем множества (ср. [27, с. 79])
Aq = {x ∈ B(p, rp) : ∃y (y ∈
◦
M, [xyq])},
Cq = {x ∈ B(p, rp) : ∃y (y ∈
◦
M, [xqy])},
где
◦
M — внутренность множества M .
Полукасательной хордой множестваM ⊂ X в точке q назовем хорду
T (q, x), удовлетворяющую следующим условиям:
(i) хорда T (q, x) принадлежит некоторой опорной хорде множества
M в точке q;
(ii) существует последовательность точек (yn)n∈N из Aq такая, что
lim
n→∞ yn = z, z ∈ T (q, x)\{q}.
Обозначим множество всех точек на всех полукасательных хордах мно-
жества M в точке q через V˜q (ср. [27, с. 79]).
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Замечание 1. В обобщенном прямом хордовом пространстве име-
ют смысл понятия опорных и полукасательных прямых, если в опре-
делениях множеств Vq, Aq, Cq, V˜q заменить открытый шар B(p, rp)
на пространство X.
В следующей лемме 1 приведены некоторые элементарные свойства
рассмотренных понятий. Доказательства этих свойств те же, что и до-
казательства аналогичных свойств, приведенные в [27, с. 10, 73], [25, с.
156].
Лемма 1 [s6].
(i) Непрерывная функция
f : X → R
слабо безвершинная тогда и только тогда, когда для каждого r ∈ R
множество
{x ∈ X : f(x) ≤ r}
выпуклое.
(ii) Все замкнутые шары пространстваX, удовлетворяющего усло-
виям (C1), (C2), выпуклые тогда и только тогда, когда для каждого
p ∈ X функция
f : X → R, f(x) = |px|
— слабо безвершинная.
(iii) Если пространство X, удовлетворяет условиям (C1), (C2),
точка y является основанием точки p на множестве M и выпол-
нется условие [pxy]W , то точка y является основанием точки x на
множестве M . Если, кроме того, пространство X удовлетворяет
условиям (C5), (G), то точка y является единственным основанием
точки x на множестве M .
(iv) Пусть M является сегментом, лучом или геодезической ли-
нией пространства X с представлением x = x(t). Если для u ∈ [u1, u2]
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z = z(u) — непрерывная параметризованная кривая такая, что мно-
жество P (z(u),M) связное для каждого u ∈ [u1, u2] и
x(t1) ∈ P (z(u1),M), x(t2) ∈ P (z(u2),M), t3 ∈ [t1, t2],
то найдется число u3 ∈ [u1, u2] такое, что x(t3) ∈ P (z(u3),M).
Теорема 1 [s6], [s4]. ПустьM — выпуклое U -множество простран-
ства X, удовлетворяющего условиям (C1 − C5). Тогда верны следую-
щие утверждения.
(i) Если выполняется условие (C7) и
◦
M 6= ∅,
то
◦
M — выпуклое множество и M¯ =
◦¯
M .
(ii) Если выполняется условие (C6) и M¯ является U -множеством,
то M¯ — выпуклое множество (аналогичное утверждение для хордо-
вого пространства см. [27, с. 74]).
(iii) Если M¯ является U -множеством обобщенного хордового про-
странства X,
x0 ∈
◦
M, x ∈ M¯,
то
(T (x0, x)\{x}) ⊂
◦
M,
◦
M=
◦
◦¯
M .
Доказательство теоремы 1.
(i) Пусть x, y ∈ ◦M . Тогда найдется окрестность
Uy ⊂
◦
M
точки y. Возьмем произвольную точку z, удовлетворяющую условию
[xzy]. Тогда z ∈ λx(Uy), где
λ =
|xz|
|xy| ,
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поскольку
◦
M⊂Wx. Из условия (C7) следует, что
λx(Uy) ⊂
◦
M .
Поэтому
◦
M — выпуклое множество. Пусть
x0 ∈
◦
M, x ∈ M¯.
Возьмем произвольную окрестность Ux точки x. Тогда существует точ-
ка z ∈ Ux ∩M . Кроме того, из условия (C7) следует, что
(T (x0, z)\{z}) ⊂
◦
M,
поскольку
x0 ∈
◦
M
и z — точка выпуклого множества M ⊂ Wz. Теперь очевидно, что
(T (x0, z)\{z}) ∩ Ux 6= ∅.
Поэтому
Ux∩
◦
M 6= ∅.
Таким образом,
x ∈ ◦¯M, M¯ ⊂
◦¯
M.
Обратное включение очевидно.
(ii) Пусть x, y ∈ M¯ , z ∈ T (x, y). Тогда эти точки можно представить
в виде
x = lim
n→∞
xn, y = lim
n→∞
yn, z = ωλ(x, y),
где
λ ∈ [0, 1], (xn)n∈N, (yn)n∈N
— последовательности из M . Кроме того, для каждого натурального
числа n
{ωλ(xn, yn)} ⊂M,
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поскольку M — выпуклое множество. Из условия (C6) следует теперь,
что z ∈ M¯ . Таким образом, множество M¯ выпуклое.
(iii) Используем метод доказательства от противного. Пусть суще-
ствует точка y отличная от точки x такая, что
y ∈ T (x0, x)\
◦
M .
Выберем λ ∈ (0, 1) такое, что
λy(x0) ∈ B(y, ry), |yλy(x0)| < |yx|.
Из условия непрерывности отображения λy следует, что существует
окрестность
Ux0 ⊂
◦
M
точки x0, обладающая следующим свойством.
λy(Ux0) ⊂ B(y, ry).
Из условий (C7), (C8) следует, что множество
τy(λy(Ux0))
открытое и
τy(λy(Ux0)) ∩ T (y, x) 6= ∅.
Но из утверждения (i) следует, что
M¯ =
◦¯
M,
а из утверждения (ii) следует, что
T (y, x) ∈ M¯.
Поэтому существует точка
z ∈ τy(λy(Ux0))∩
◦
M .
Пусть
z1 = λ
−1
y (τ
−1
y (z)).
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Тогда
z1 ∈ Ux0, y ∈ µz(Ux0),
где
µ =
|yz|
|zz1| .
Из условия (C7) и утверждения (i) следует теперь, что y ∈
◦
M . Получили
противоречие. Пусть
x ∈
◦
◦¯
M .
Тогда существуют окрестность B(x, r), где 0 < r < rx, и точка z такие,
что
B(x, r) ⊂ ◦¯M, z ∈
◦
M ∩B(x, r).
Используя условие (C5), продолжим хорду T (z, x) до большей хорды
T (z, y) ⊂ B(x, r).
Тогда из первой части доказательства следует, что
x ∈ ◦M .
Следовательно,
◦
◦¯
M⊂
◦
M .
Обратное включение очевидно. Таким образом, теорема 1 доказана.
В следующей теореме 2 содержатся утверждения, аналогичные утвер-
ждениям для хордового пространства (см. [27, с. 74, 75]). Отметим так-
же, что, к сожалению, в [27, с. 74, (4)] имеются неточности в формули-
ровке и в доказательстве.
Теорема 2 [s6]. В обобщенном хордовом пространстве X, являю-
щемся U -множеством, следующие утверждения эквивалентны.
(i) Все замкнутые шары выпуклые.
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(ii) Для каждой точки p ∈ X и каждой хорды T ∈ S функция
f(t) = |px(t)|,
где x = x(t) — параметрическое представление хорды T , является
безвершинной.
(iii) Для каждой точки p ∈ X и каждой хорды T ∈ S множество
P (p, T ) связное.
Кроме того, из этих утверждений следует, что пересечение про-
извольной сферы и произвольной хорды является либо пустым мно-
жеством, либо хордой, либо двумя точками.
Доказательство теоремы 2.
(i)⇒ (ii). Если функция
f : R→ R, f(t) = |px(t)|
не является безвершинной, то на хорде T существуют такие точки x, y,
z, что [xyz] и либо f(y) > max{f(x), f(z)}, либо
f(y) = r = max{f(x), f(z)}, r = f(x) > f(z).
Первый случай приводит к противоречию, поскольку замкнутый шар
B[p, r] выпуклый. Во втором случае из утверждения (iii) теоремы 1 сле-
дует, что y — внутренняя точка шара B[p, r]. Получили противоречие,
поскольку f(y) = r.
(ii)⇒ (iii). Это очевидно.
(iii) ⇒ (i). Допустим, что замкнутый шар B[p, r] невыпуклый. То-
гда, используя условие (C1) и непрерывность параметрического пред-
ставления хорды, можно найти хорду T (a, b), удовлетворяющую усло-
виям
|ap| = |bp| = r, |xp| > r
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для каждой точки x такой, что [axb]. Получили противоречие с усло-
вием (iii).
Докажем последнее утверждение. Если r < |pT |, то
B[p, r] ∩ T = ∅.
Если r = |pT |, то множество B[p, r] ∩ T является хордой, поскольку
замкнутый шар B[p, r] выпуклый. Если r > |pT |, то из утверждения
(iii) теоремы 1 следует, что множество B[p, r]∩ T состоит не более чем
из двух точек. Таким образом, теорема 2 доказана.
В следующей теореме 3 содержатся утверждения, аналогичные утвер-
ждениям для G-пространства (см. [25, с. 157, (20.9)]).
Теорема 3 [s6], [s4]. Пусть B(p, rp) — фиксированный открытый
шар из условия (C4) обобщенного G-пространства Буземана X. Тогда
следующие утверждения эквивалентны.
(i) Все замкнутые шары, принадлежащие шару B(p, rp), выпук-
лые.
(ii) Все замкнутые шары, принадлежащие шару B(p, rp), строго
выпуклые.
(iii) Каждая точка x ∈ B(p, rp) имеет единственное основание на
каждом сегменте T , удовлетворяющем условию
|xT | < rp − |px|.
Кроме того, из (i), (ii), (iii) следует утверждение
(iv) Произвольный сегмент и произвольная сфера, принадлежащая
шару B(p, rp), пересекаются не более, чем в двух точках.
В свою очередь, из (iv) следует
(v) Каждая точка x ∈ B(p, rp) имеет единственное основание на
каждом сегменте T , удовлетворяющем условию
max{|xy| : y ∈ T} < rp − |px|.
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Доказательство теоремы 3.
(i) ⇒ (ii). Допустим, что замкнутый шар B[x, r1] ⊂ B(p, rp) не
является строго выпуклым. Тогда существуют точки y, z, q, удовлетво-
ряющие условиям
|xy| = |xz| = |xq| = r1, [yzq].
Используя условие (C5), продолжим сегмент [z, x] до такого сегмента
[z, u], что
r1 + |ux| < rp − |up|.
Тогда
r2 = max{|uy|, |uq|} < |ux|+ r1 = |uz|
и точка z не принадлежит замкнутому шару B[u, r2]. В силу условия
(i) получаем противоречие.
(ii)⇒ (iii), (iv). Это очевидно.
(iii)⇒ (i). Допустим, что найдется невыпуклый замкнутый шар
B[x, r1] ⊂ B(p, rp).
Тогда существуют точки a, b, удовлетворяющие условиям
|xa| = |xb| = r1, [a, b] ∩ B[x, r1] = {a, b}.
Но отсюда следует, что точка x имеет два основания на сегменте [a, b].
Получили противоречие.
(iv) ⇒ (v). Допустим, что точка x ∈ B(p, rp) имеет два основания
на сегменте [a, b]. Предположение о том, что таких оснований больше
двух сразу приводит к противоречию в силу условия (iv). Пусть точка
z удовлетворяет условию
|xz| = max{|xq| : q ∈ [a, b]}.
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Непрерывно уменьшая λ (λ ≤ 1), найдем первую точку z1, отличную
от точки z, которая принадлежит пересечению сферы
S(λz(x), λ|zx|)
с сегментом [a, b]. Если таких точек больше одной, то получаем про-
тиворечие в силу условия (iv). Пусть для определенности z1 ∈ [a, z].
Очевидно, что найдется сфера S(λz(x), r1), радиус которой удовлетво-
ряет неравенствам
max{min{|λz(x)q| : q ∈ [z, b]},min{|λz(x)q| : q ∈ [z1, z]}} < r1 < λ|xz|.
Эта сфера пересекает сегмент [a, b], по меньшей мере, в трех точках.
В силу условия (iv) получили противоречие. Таким образом, теорема 3
доказана.
Следующая теорема 4 аналогична теореме 4 для хордового простран-
ства из [27, с. 65] и имеет такое же доказательство, если учесть теорему
1.
Теорема 4 [s6]. Пусть для каждой точки p обобщенного хордового
пространства X существует открытый шар B(p, r1(p)) такой, что
все открытые шары из этого шара строго выпуклые и r1(p) < rp.
Тогда пространство X является обобщенным G-пространством Бу-
земана.
Следующая теорема 5 аналогична предложениям (20.3), (20.4) из [25,
с. 154] и предложению (1) из [27, с. 79].
Теорема 5 [s6], [s4]. Пусть обобщенное хордовое пространство X
не имеет размерности 1, q — граничная точка выпуклого множества
M ⊂ X такого, что
◦
M 6= ∅, M¯ ⊂ B(p, rp).
Тогда
B(p, rp) = Vq ∪ Aq ∪ Cq
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и множество Vq (V˜q) отделяет в шаре B(p, rp) множество Aq от
множества Cq.
Доказательство теоремы 5.
Из определения множеств Aq, Cq, Vq и теоремы 1 следует, что
Aq ∩ Cq = ∅, B(p, rp) = Vq ∪ Aq ∪ Cq.
Пусть
x = x(t), t ∈ [0, 1],
— непрерывный путь такой, что x(0) ∈ Aq, x(1) ∈ Cq. Обозначим через
t0 = sup{t : t ∈ [0, 1], ∃yt (yt ∈
◦
M, [x(t)ytq])}.
Очевидно, что t0 > 0. Допустим, что x(t0) ∈ Aq. Из условия (C6)
следует, что отображение λq непрерывно в шаре B(p, rp) для каждо-
го λ ∈ (0, 1). Следовательно, для малого t− t0 > 0 существует точка
yt ∈
◦
M,
удовлетворяющая условию [x(t)ytq]. В силу определения t0, получили
противоречие. Допустим, что x(t0) ∈ Cq. Отображения
τq : B(q, rq)→ B(q, rq), λq : B(q, rq)→ λq(B(q, rq))
непрерывны для каждого λ ∈ (0, 1). Отсюда нетрудно получить, что
для малого t0 − t > 0 существует точка
y¯t1 ∈
◦
M,
удовлетворяющая условию [x(t1)yt1q]. Тогда при
0 < t0 − t1 < t0 − t
выполнено условие [y¯t1qyt1]. Но по теореме 1
◦
M — выпуклое множество.
Значит, q ∈ ◦M . Снова получили противоречие. Следовательно, x(t0) ∈
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Vq. Теперь нетрудно заметить, что x(t0) ∈ V˜q. Таким образом, теорема
5 доказана.
Следующая теорема 6 аналогична предложениям (20.11), (20.12) из
[25, с. 160] и предложениям (2), (3) из [27, с. 80-82]. Она имеет такое же
доказательство, если учесть теоремы 2, 5.
Теорема 6 [s6], [s4]. Пусть обобщенное прямое хордовое простран-
ство X не имеет размерности 1 и все открытые шары в нем выпук-
лые. Тогда верны следующие утверждения.
(i) Для каждой точки x ∈ X и для каждой прямой Λ ⊂ X суще-
ствует перпендикуляр к прямой Λ, содержащий точку x. Объедине-
ние всех перпендикуляров к прямой Λ, содержащих точку x, пересе-
кает прямую Λ по хорде. Причем, если основание точки x на прямой
Λ единственно, то через точку x проходит единственный перпенди-
куляр к прямой Λ.
(ii) Трансверсали к данной прямой Λ ⊂ X в данной точке q ∈
Λ совпадают с опорными прямыми в граничной точке q для шара с
центром в произвольной точке x ∈ Λ, отличной от точки q, радиуса
|xq|.
(iii) Множество точек, расположенных на всех трансверсалях к
данной прямой Λ ⊂ X в данной точке q ∈ Λ, разбивает пространство
X на два линейно связных множества.
1.4 Одулярные структуры геометрии Гильберта и
прямого G-пространства Буземана
Рассмотрим геодезическое пространство (X, ρ), через каждые две раз-
личные точки которого можно провести единственную прямую, т. е.
кривую, изометричную числовой прямой со стандартной метрикой. С
помощью формулы (1.3.1) определено однопараметрическое семейство
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(ωλ)λ∈R бинарных операций
ωλ : X ×X → X (λ ∈ R).
Кроме того, для фиксированных λ ∈ R, p ∈ X определена унарная
операция
λp : X → X, λp(x) = ωλ(p, x).
Нетрудно проверить, что при λ 6= 1 точка λx(y) делит ориентирован-
ный сегмент [x, y] с началом в точке x и концом в точке y в отношении
λ : (1− λ). Отметим некоторые элементарные свойства введенных опе-
раций.
1. Для всех p, x, y ∈ X, λ, µ ∈ R имеют место равенства
λx(y) = (1− λ)y(x), |λp(x)µp(x)| = |λ− µ||px|.
2. Для всех x, y ∈ X, λ ∈ R\{−1}, µ ∈ R имеет место равенство
µx(y) = (µ+ λ(µ− 1))z(y),
где точка
z =
(
λ
λ+ 1
)
x
(y)
делит ориентированный сегмент [x, y] в отношении λ.
Фиксируем точку p ∈ X и определим еще одну бинарную операцию
+p : X ×X → X, x+p y = 2p(
(
1
2
)
x
(y)).
Нетрудно проверить, что алгебра
〈X, +p, p, {λp}λ∈R〉
с нейтральным элементом p ∈ X является одулем (определения см. [73,
с. 801]). Обозначим этот одуль через Xp.
Семейство одулей {Xp}p∈X определяет на геодезическом простран-
стве (X, ρ) одулярную структуруW . Из определения операций следует,
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что каждая изометрия пространства X на себя является автоморфиз-
мом одулярного пространства (X,W ). Найдем достаточные условия,
при которых одулярная сруктура W является топологической, т.е. для
каждой точки p ∈ X отображения
ωp : R×X → X, ωp(λ, x) = λp(x);
Lp : X ×X → X, Lp(x, y) = x+p y,
являются непрерывными.
Лемма 1 [s3]. Одулярная структура W геодезического простран-
ства X, через каждые две различные точки которого можно прове-
сти единственную прямую, является топологической одулярной струк-
турой, если дополнительно выполнено, по крайней мере, одно из сле-
дующих условий (i), (ii).
(i) Для каждой точки p ∈ X и для каждого λ ∈ R отображения
ω1/2 : X ×X → X, ωpλ : X → X, ωpλ(x) = λp(x)
непрерывны.
(ii) Для каждого λ ∈ R отображение
ωλ : X ×X → X
непрерывно.
Доказательство леммы 1.
Доказательство сразу следует из неравенств
|ωp(λ, x)ωp(µ, y)| ≤ |µp(x)µp(y)|+ |λp(x)µp(x)| =
|ωµ(p, x)ωµ(p, y)|+ |λ− µ||px|
и тождества
Lp(x, y) = ωp(2, ω1/2(x, y)).
80
Замечание 1. Нетрудно проверить, что геодезическое простран-
ство X, через каждые две различные точки которого можно прове-
сти единственную прямую, удовлетворяющее условию (ii) леммы 1,
является обобщенным прямым G-пространством Буземана.
Следующая теорема 1 проясняет ситуацию в одном важном частном
случае, когда геодезическое пространство X собственное.
Теорема 1 [s3]. Одулярная структура W собственного геодезиче-
ского пространства X, через каждые две различные точки которо-
го можно провести единственную прямую, является топологической
одулярной структурой.
Доказательство теоремы 1.
Проверим для каждого λ ∈ R непрерывность отображения ωλ. Пусть
x = lim
n→∞
xn, y = lim
n→∞
yn
Последовательность (ωλ(xn, yn))n∈N ограничена, поскольку ограничена
правая часть неравенства:
|xωλ(xn, yn)| ≤ |xxn|+ |xnωλ(xn, yn)| = |xxn|+ |λ||xnyn|.
ПространствоX собственное, поэтому последовательность (ωλ(xn, yn))n∈N
имеет сходящуюся подпоследовательность, предел которой обозначим
через z. Тогда точка z удовлетворяет одному из следующих соотноше-
ний.
1. |xz|+ |zy| = |xy|, если 0 ≤ λ ≤ 1.
2. |xy|+ |yz| = |xz|, если λ > 1.
3. |xz|+ |xy| = |yz|, если λ < 0.
Но точка ωλ(x, y) удовлетворяет тому же соотношению, что и точка
z, поэтому, в силу условий теоремы 1, эти точки совпадают. Теперь ясно
также, что предел всякой сходящейся подпоследовательности последо-
вательности (ωλ(xn, yn))n∈N совпадает с точкой ωλ(x, y). Следовательно,
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для каждого λ ∈ R отображение ωλ непрерывно, и теорема 1 верна в
силу леммы 1.
Замечание 2. Нетрудно проверить, что геодезическое простран-
ство, через каждые две различные точки которого можно провести
единственную прямую, является собственным тогда и только тогда,
когда оно является прямым G-пространством Буземана.
В силу замечания 2 теорему 1 можно сформулировать следующим
образом.
Теорема 1′. Одулярная структура W прямого G-пространства
Буземана X является топологической одулярной структурой.
Рассмотрим открытый шар X = B(0, r) с центром в нуле радиуса
r > 0 в строго выпуклом банаховом пространстве с нормой ||.||. На-
помним (см. [43, гл. 5, упр. 7]), что банахово пространство называется
строго выпуклым, если из равенства ||x + y|| = ||x|| + ||y|| следует,
что векторы x, y банахова пространства линейно зависимы. В строго
выпуклом банаховом пространстве сферы не содержат невырожденных
отрезков. Введем обозначение
R(x, y, yx, xy) =
||x− yx||||y − xy||
||x− xy||||y − yx|| ,
где
x, y ∈ B(0, r), xy (yx)
— точка пересечения луча с началом в точке y (x), содержащего точку
x (y), со сферой S(0, r). Зададим в шаре B(0, r) метрику геометрии
Гильберта (см. [25, с. 140])
|xy| = ρ(x, y) = k
2
lnR(x, y, yx, xy)
для всех x, y ∈ B(0, r), где k > 0 — константа. Выясним, как связана
метрика геометрии Гильберта ρ с метрикой банахова пространства d,
где d(x, y) = ||x− y|| для всех x, y ∈ B(0, r).
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Теорема 2 [s3]. Метрики ρ и d топологически эквивалентны в от-
крытом шаре B(0, r) и липшицево эквивалентны на каждом замкну-
том шаре B[0, r1] при r1 < r. При этом верны следующие неравенства
k(r − r1)||x− y||
(r + r1)2
≤ |xy| ≤ kr||x− y||
(r − r1)2
для всех x, y ∈ B[0, r1] и равенство
lim
r→∞
r
k
|xy| = ||x− y||.
Доказательство теоремы 2.
Сначала получим оценки сверху и снизу для следующего выражения
R(x, y, yx, xy) = 1+||x−y||
(
1
||x− xy|| +
1
||y − yx|| +
||x− y||
||x− xy||||y − yx||
)
.
С помощью неравенств
r − ||x|| ≤ ||x− xy||, r − ||y|| ≤ ||y − yx||
для всех x, y ∈ B(0, r) получим оценку сверху
R(x, y, yx, xy) ≤ 1+||x−y||
(
1
r − ||x|| +
1
r − ||y|| +
||x− y||
(r − ||x||)(r − ||y||)
)
.
А с помощью неравенств
||x− xy|| ≤ r + ||x||, ||y − yx|| ≤ r + ||y||
для всех x, y ∈ B(0, r) получим оценку снизу
R(x, y, yx, xy) ≥ 1+||x−y||
(
1
r + ||x|| +
1
r + ||y|| +
||x− y||
(r + ||x||)(r + ||y||)
)
.
Из свойств логарифмической функции и полученных оценок следует
топологическая эквивалентность метрик ρ и d. Допустим теперь, что
x, y ∈ B[0, r1]. Тогда, используя полученную оценку сверху, получим
оценку сверху для расстояния |xy|.
|xy| = k
2
lnR(x, y, yx, xy) ≤
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k2
||x− y||
(
1
r − ||x|| +
1
r − ||y|| +
||x− y||
(r − ||x||)(r − ||y||)
)
≤
k
2
||x− y||
(
2
r − r1 +
2r1
(r − r1)2
)
=
kr||x− y||
(r − r1)2 .
Используя полученную оценку снизу, получим оценку снизу для для
расстояния |xy|.
|xy| ≥ k
2
ln
(
1 +
2||x− y||
r + r1
)
.
Теперь используем следующее неравенство для логарифмической функ-
ции
ln(1 + t) ≥ t− t
2
2
= t
(
1− t
2
)
для t ∈ R+ и учтем, что ||x− y|| ≤ 2r1.
|xy| ≥ k||x− y||
r + r1
(
1− ||x− y||
r + r1
)
≥ k(r − r1)||x− y||
(r + r1)2
.
Из полученных оценок следует липшицева эквивалентность метрик ρ
и d на каждом замкнутом шаре B[0, r1] при r1 < r. Доказательство
последнего равенства теперь нетрудно получить следующим образом.
Используя полученные оценки для выражения R(x, y, yx, xy), оценить
сверху и снизу выражение
r
k
|xy| и вычислить пределы в правой и левой
частях полученных неравенств по правилу Лопиталя. Таким образом,
теорема 2 доказана.
Лемма 2 [s3].
(i) Явная формула для операции
λp : B(0, r)→ B(0, r)
для λ ∈ R, p ∈ B(0, r) имеет вид
λp(x) = p+
( ||p− xp||λ||x− px||λ − ||p− px||λ||x− xp||λ
||p− xp||λ−1||x− px||λ + ||p− px||λ−1||x− xp||λ
)
(x− p)
||x− p|| .
(ii) Отображение
λp : B(0, r)→ B(0, r)
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при λ ∈ (0, 1), p ∈ B(0, r) уменьшает расстояния, то есть для любых
x, y ∈ B(0, r)
|λp(x)λp(y)| < |xy|.
Доказательство леммы 2.
(i) Из определения λp следует равенство
R(p, λp(x), xp, px) = R
λ(p, x, xp, px).
Тогда
||λp(x)−p|| = sign(λ)
( ||p− xp||λ||x− px||λ − ||p− px||λ||x− xp||λ
||p− xp||λ−1||x− px||λ + ||p− px||λ−1||x− xp||λ
)
.
Отсюда нетрудно получить искомую формулу.
(ii) Пусть
z = λp(x), q = λp(x), u = [p, xy] ∩ [zq, qz], v = [p, yx] ∩ [zq, qz].
Тогда
R(z, q, qz, zq) =
||z − qz||||q − zq||
||z − zq||||q − qz|| =
(||z − q||+ ||q − qz||)(||q − z|| + ||z − zq||)
||q − qz||||z − zq|| <
(||z − q||+ ||q − v||)(||q − z|| + ||z − u||)
||q − v||||z − u|| = R(z, q, v, u) = R(x, y, yx, xy).
Осталось применить натуральный логарифм, умноженный на k/2, к
левой и правой частям полученного неравенства. Лемма 2 доказана.
Учитывая формулы
ρ(0, x) =
k
2
ln
r + ||x||
r − ||x|| = kArth
( ||x||
r
)
, ||x|| = rth
(
ρ(0, x)
k
)
,
из леммы 2 нетрудно получить
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Следствие 1 [s3]. Середина сегмента [x, y] ⊂ B(0, r) может быть
найдена по формуле (
1
2
)
x
(y) =
x+ ay
1 + a
где
a =
√
||x− yx||||x− xy||
||y − yx||||y − xy|| .
Кроме того, при p = 0 верны равенства
||λ0(x)|| = rsign(λ)
(
(r + ||x||)λ − (r − ||x||)λ
(r + ||x||)λ + (r − ||x||)λ
)
= rth
( |λ|ρ(0, x)
k
)
,
λ0(x) = xth
( |λ|ρ(0, x)
k
)
cth
(
ρ(0, x)
k
)
.
Для исследования одулярной структуры геометрии Гильберта нам
понадобится еще одна лемма 3.
Лемма 3 [s3]. Отображение
ϕ : (B(0, r)×B(0, r))\D→ S(0, r), ϕ(x, y) = yx,
где D — диагональ в декартовом произведении B(0, r)×B(0, r), непре-
рывно относительно топологий, индуцированных топологией произ-
ведения банаховых пространств и топологией банахова пространства.
Доказательство леммы 3.
Пусть
x = lim
n→∞
xn, y = lim
n→∞
yn, ϕ(xn, yn) = xn + tn(yn − xn),
где
n ∈ N, (xn; yn), (x; y) ∈ (B(0, r)× B(0, r))\D, tn ∈ R, tn > 1.
Последовательность (tn)n∈N ограничена. Это следует из того, что по-
следовательности (xn)n∈N, (yn)n∈N сходятся к разным пределам, и из
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неравенства
|tn| = ||ϕ(xn, yn)− xn||||yn − xn|| ≤
r + ||xn||
||yn − xn|| .
Следовательно, последовательность (tn)n∈N обладает сходящейся под-
последовательностью, предел которой обозначим через t ∈ R. Предпо-
ложим, что существует еще одна подпоследовательность, сходящаяся
к другому пределу t1. Тогда из непрерывности операций в банаховом
пространстве получим, что луч {x + λ(y − x) : λ ≥ 0} с началом во
внутренней точке x ∈ B(0, r) пересечет сферу S(0, r) в двух точках
при λ = t и λ = t1. Получили противоречие. Следовательно,
lim
n→∞
ϕ(xn, yn) = x+ t(y − x) = ϕ(x, y).
Лемма 3 доказана.
Теорема 3 [s3]. Одулярная структура W геометрии Гильберта яв-
ляется топологической.
Доказательство теоремы 3.
Для каждой точки p ∈ X и для каждого λ ∈ R отображение
ωpλ : X → X
непрерывно в точке p, поскольку
|ωpλ(p)ωpλ(x)| = |λ||px|
для каждого x ∈ X. Непрерывность отображения ωpλ на множестве
X\{p} следует из теоремы 2 и лемм 2, 3. Непрерывность отображе-
ния ω1/2 в точках диагонали D множества B(0, r)× B(0, r) следует из
следствия 1, теоремы 2 и неравенства
||ω1/2(x, y)− ω1/2(z, z)|| = ||x− z + a
1 + a
(y − x)|| ≤ ||x− z|| + ||y − z||,
где
(x; y) ∈ B(0, r)× B(0, r), (z; z) ∈ D.
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Непрерывность отображения ω1/2 на множестве (B(0, r) × B(0, r))\D
следует из следствия 1, теоремы 2 и леммы 3. Теорема 3 следует теперь
из леммы 1.
Пусть открытый шар B(0, r) расположен в гильбертовом простран-
стве. В этом случае получаем известную модель Бельтрами-Клейна гео-
метрии Лобачевского в шаре B(0, r). Метрику ρ нетрудно представить
в следующей форме
|xy| = k
2
ln
A+
√
A2 − B
A−√A2 − B,
где
A = r2 − (x, y), B = (r2 − (x, x))(r2− (y, y)), (x, y)
— скалярное произведение векторов x, y ∈ B(0, r), или в эквивалентной
форме
|xy| = kArch
(
A√
B
)
.
Заметим, что
B = r4ch−2
(
ρ(0, x)
k
)
ch−2
(
ρ(0, y)
k
)
,
а формулы из следствия 1 преобразуются к виду
a =
√
r2 − (x, x)
r2 − (y, y) =
ch
(
ρ(0, y)
k
)
ch
(
ρ(0, x)
k
) ,
(
1
2
)
x
(y) =
xch
(
ρ(0, x)
k
)
+ ych
(
ρ(0, y)
k
)
ch
(
ρ(0, x)
k
)
+ ch
(
ρ(0, y)
k
) .
В следующей теореме вычислены некоторые замечательные пределы
для одуля B0(0, r) модели Бельтрами-Клейна геометрии Лобачевского.
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Теорема 4 [s3]. Для одуля B0(0, r) модели Бельтрами-Клейна гео-
метрии Лобачевского имеют место следующие формулы.
(i) lim
λ→∞
|λ0(x)λ0(y)|
λ
= ρ(0, x) + ρ(0, y)
для всех x, y ∈ B(0, r).
(ii) lim
λ→0+
|λ0(x)λ0(y)|
λ
= ||yρ(0, y)||y|| − x
ρ(0, x)
||x|| || =√
ρ2(0, x) + ρ2(0, y)− 2ρ(0, x)ρ(0, y) cosα,
где x, y ∈ B(0, r)\{0}, α — величина угла между векторами x, y.
(iii) lim
λ→0+
ρ(0, ω1/2(λ0(x), λ0(y)))
λ
=
1
2
||yρ(0, y)||y|| + x
ρ(0, x)
||x|| || =
1
2
√
ρ2(0, x) + ρ2(0, y) + 2ρ(0, x)ρ(0, y) cosα,
где x, y ∈ B(0, r)\{0}, α — величина угла между векторами x, y.
(iv) lim
λ→0+
|λ0(x+0 y)(λ0(x) +0 λ0(y))|
λ
=
||xρ(0, x)||x|| + y
ρ(0, y)
||y|| − 2z
ρ(0, z)
||z|| ||,
где
x, y ∈ B(0, r)\{0}, x 6= −y, z =
(
1
2
)
x
(y).
Доказательство теоремы 4.
Доказательство состоит в применении правила Лопиталя и элемен-
тарных преобразований с использованием формул из следствия 1 и их
преобразованных форм для модели Бельтрами-Клейна геометрии Ло-
бачевского.
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Глава 2
Аппроксимативные свойства
множеств в геодезическом
пространстве
В параграфе 2.1 рассматриваются относительные чебышевский центр,
чебышевский радиус и множество всех диаметральных точек ограни-
ченного множества метрического пространства. Получены оценки из-
менения относительного чебышевского радиуса RW (M) при измене-
нии непустых ограниченных множеств M, W метрического простран-
ства. Доказано, что из всякой последовательности компактных мно-
жеств метрического пространства, сходящейся относительно метрики
Хаусдорфа к некоторому компактному множеству M , можно выбрать
подпоследовательность, для которой последовательность множеств всех
относительных чебышевских центров (всех диаметральных точек) ее
элементов сходится относительно отклонения Хаусдорфа к множеству
всех относительных чебышевских центров (всех диаметральных точек)
множества M .
В параграфе 2.2 найдены замыкание и внутренность множества всех
N -сетей, каждая из которых обладает принадлежащим ей единствен-
ным относительным чебышевским центром, в множестве всех N -сетей
специального геодезического пространства относительно метрики Хау-
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сдорфа. При N > 2 найдена граница множества всех N -сетей, каж-
дая из которых обладает не более, чем N − 2 принадлежащими ей
относительными чебышевскими центрами, в множестве всех N -сетей
специального геодезического пространства относительно метрики Ха-
усдорфа. Исследованы геометрические свойства относительных чебы-
шевских центров конечного множества специального геодезического про-
странства, принадлежащих этому множеству.
В параграфе 2.3 получены достаточные условия существования и
единственности чебышевского центра непустого ограниченного множе-
ства специального геодезического пространства.
В параграфе 2.4 теоремы Б. Секефальви - Надь [23, теорема 3.35], С.
Б. Стечкина и Н. В. Ефимова [37, теоремы 1.1 и 1.2] об аппроксиматив-
ных свойствах множеств в равномерно выпуклом банаховом простран-
стве обобщены на случай специального геодезического пространства.
В параграфе 2.5 теоремы Л. П. Власова [38, 37] и А. В. Маринова
[62] о непрерывности и связности метрической δ-проекции в равномер-
но выпуклом банаховом пространстве обобщены на случай специаль-
ного геодезического пространства. Одним из простых следствий такого
обобщения является справедливость аналогичных результатов в про-
странствах Лобачевского (включая бесконечномерные).
В параграфе 2.6 доказано, что теоремы А. В. Маринова из [61, 63] о
непрерывности метрической δ-проекции на выпуклое множество в ли-
нейном нормированном пространстве остаются верными в специальном
метрическом пространстве.
В параграфе 2.7 в специальном метрическом пространстве получе-
ны обобщения некоторых результатов П. К. Белоброва [11, 12] и А. Л.
Гаркави [40] о наилучших N -сетях непустых ограниченных замкнутых
выпуклых множеств в гильбертовом и в специальном банаховом про-
странствах, а также о принадлежности чебышевского центра замыка-
нию выпуклой оболочки данного множества.
В параграфе 2.8 доказано, что некоторые результаты А. Л. Гарка-
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ви [39, 40] и П. К. Белоброва [12, 11] о наилучшей сети, наилучшем
сечении и чебышевском центре ограниченного множества в специаль-
ном банаховом пространстве верны и в бесконечномерном пространстве
Лобачевского. А именно, для каждого непустого ограниченного мно-
жества бесконечномерного пространства Лобачевского доказано суще-
ствование наилучшей N -сети и наилучшего N -сечения, а также уста-
новлена сильная устойчивость чебышевского центра.
В параграфе 2.9 рассматривается наилучшее приближение выпук-
лого компакта геодезического пространства шаром. Получена оценка
сверху для расстояния Хаусдорфа от непустого ограниченного мно-
жества до множества всех замкнутых шаров специального геодезиче-
ского пространства X неположительной кривизны по Буземану. До-
казано, что множество всех центров χ(M) замкнутых шаров, наилуч-
шим образом приближающих в метрике Хаусдорфа выпуклый компакт
M ⊂ X, непустое и принадлежит M . Исследованы геометрические
свойства множества χ(M). Таким образом, теоремы С. И. Дудова и
И. В. Златорунской [46, 47] обобщены на случай специального геодези-
ческого пространства неположительной кривизны по Буземану.
В параграфе 2.10 исследуются метрические свойства касательного
пространства для метрического пространства более общего, чем диф-
ференцируемое G-пространство Буземана. Установлено, что метрика
на касательном пространстве в произвольной точке пространства непо-
ложительной кривизны по Буземану (дифференцируемого по Буземану
метрического пространства) внутренняя. Доказано, что касательное про-
странство в произвольной точке локально полного дифференцируемого
по Буземану метрического пространства является полным простран-
ством, а также, что касательное пространство в произвольной точке
локально компактного пространства неположительной кривизны по Бу-
земану является собственным геодезическим пространством.
Основные результаты по перечисленным темам этой главы опубли-
кованы в статьях автора [s7, s8, s9, s12, s13, s14, s17, s18, s19, s21].
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2.1 Относительные чебышевский центр и чебышев-
ский радиус ограниченного множества метриче-
ского пространства
Напомним несколько определений.
Пусть в метрическом пространстве (X, ρ) фиксировано некоторое се-
мейство множеств Σ ⊂ Σ(X). Множество S∗ ∈ Σ называется наилуч-
шим аппроксимирующим множеством из семейства Σ для множества
M ∈ B(X) [77, c. 15], если
β(M,S∗) = RΣ(M), где RΣ(M) = inf{β(M,S) : S ∈ Σ}.
Oтносительным чебышевским радиусом множестваM ∈ B(X) по
отношению к множеству W ∈ Σ(X) называется число [79]
RW (M) = inf{β(M,x) : x ∈ W},
а множество
ZW (M) = {x ∈ W : β(M,x) = RW (M)}
называется множеством всех относительных чебышевских центров
множества M по отношению к множеству W ∈ Σ(X) [3].
R(M) = RX(M) (Z(M) = ZX(M)) — чебышевский радиус (множе-
ство всех чебышевских центров) множества M ∈ B(X).
H(M) = {x ∈M : β(M,x) = D(M)}
— множество всех диаметральных точек множестваM ∈ B(X) [53].
Кроме того, используем обозначения
R0(M) = RM(M), Z0(M) = ZM(M),
Q0(M) = {x ∈M : β(Z0(M), x) = R0(M)}.
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K(X) — множество всех компактных подмножеств пространства X.
Различные свойства относительных чебышевских центров и отно-
сительного чебышевского радиуса, связанные, в основном, с задача-
ми теории приближений исследовались многими авторами для мно-
жеств банахова пространства (см., например, статьи [79], [3] и лите-
ратуру, указанную в них). В метрическом пространстве мы получим
оценки изменения относительного чебышевского радиуса RW (M) при
изменении множеств M, W ∈ (B(X), α). Кроме того, выясним пове-
дение последовательности множеств относительных чебышевских цен-
тров (Z0(Mn))n∈N (множеств диаметральных точек (H(Mn))n∈N, мно-
жеств (Q0(Mn))n∈N), когда последовательность компактов (Mn)n∈N схо-
дится к компакту M при n→∞ относительно метрики Хаусдорфа.
Сначала перечислим некоторые простые свойства и взаимосвязи рас-
смотренных понятий в метрическом пространстве X, доказательства
первых четырех из которых непосредственно следуют из их определе-
ний.
1. Если M ∈ B(X), то условие i) H(M) = M равносильно усло-
вию ii) Z0(M) = M . Из этих условий следует, что Q0(M) = M и iii)
R0(M) = D(M). Если M ∈ K(X), то условия i), ii), iii) равносильны.
2. Пусть M ∈ B(X). Если M ∩ Z(M) 6= ∅, то
Z0(M) = M ∩ Z(M), R0(M) = R(M).
3. Пусть M , W , T ∈ B(X). Тогда RW (M) ≤ RT (M) + RW (T ) и
θ : B(X)×B(X)→ R+, θ(M,W ) = max{RW (M), RM(W )}
—функция, удовлетворяющая неравенству треугольника, а также нера-
венствам
α(M,W ) ≤ θ(M,W ) ≤ D(M,W ).
4. Для любых M, W ∈ B[X] множество ZW (M) (H(M), Q0(M))
замкнуто в множестве W (M) с индуцированной метрикой.
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5. Если M, W ∈ B(X), то
|D(M)−D(W )| ≤ 2α(M,W ).
Приведем доказательство этого утверждения (поскольку найти опуб-
ликованное доказательство непросто). Для любого ε > 0 выберем такие
элементы x, y ∈M , u, v ∈W , что
D(M) ≤ |xy|+ ε, |xu| ≤ |xW |+ ε, |yv| ≤ |yW |+ ε.
Тогда
D(W ) ≥ |uv| ≥ |xy| − |xu| − |yv| ≥ |xy| − |xW | − |yW | − 2ε ≥
D(M)− 2α(M,W )− 3ε.
Используя произвольность выбора ε > 0, получим
D(M)−D(W ) ≤ 2α(M,W ).
Осталось использовать произвольность выбора M, W ∈ B(X).
Найдем оценку изменения относительного чебышевского радиусаRW (M)
при изменении множеств M, W ∈ (B(X), α).
Теорема 1 [s19], [s14]. Пусть X — метрическое пространство,
M, W, A, B ∈ B(X). Тогда верны следующие утверждения.
(i) |RW (M)−RB(A)| ≤ max{β(M,A)+β(B,W ), β(A,M)+β(W,B)}.
(ii) RW (M) ≤ R(M) + |Z(M)W |
при Z(M) 6= ∅. В частном случае, когда X — банахово пространство,
это неравенство известно [79].
(iii) RW (M) ≤ R0(M) + |Z0(M)W |
при Z0(M) 6= ∅.
(iv) |RΣ(M)−RΣ(W )| ≤ α(M,W ).
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Из теоремы 1, определения метрики Хаусдорфа и функции θ получим
Следствие 1 [s19]. Пусть X — метрическое пространство,
M, W, A, B ∈ B(X). Тогда имеют место неравенства
|RW (M)− RB(A)| ≤ α(M,A) + α(W,B);
|R0(M)− R0(A)| ≤ β(M,A) + β(A,M) ≤ 2α(M,A);
θ(M,W ) ≤ max{R(M) + |Z(M)W |, R(W ) + |Z(W )M |},
при Z(M) 6= ∅, Z(W ) 6= ∅;
θ(M,W ) ≤ max{R0(M) + |Z0(M)W |, R0(W ) + |Z0(W )M |}
при Z0(M) 6= ∅, Z0(W ) 6= ∅.
Доказательство теоремы 1.
(i) Для любых x ∈W , y ∈ B справедливо неравенство
β(M,x) ≤ β(M, y) + |yx|.
Тогда
RW (M) ≤ β(M, y) + |yW | ≤ β(M, y) + β(B,W ).
Следовательно,
RW (M) ≤ RB(M) + β(B,W ).
Кроме того, для любого x ∈ B имеет место неравенство
β(M,x) ≤ β(M,A) + β(A, x).
Тогда
RB(M) ≤ β(M,A) + RB(A).
Учитывая эти неравенства, получим
RW (M)− RB(A) ≤ RW (M)−RB(M) + RB(M)− RB(A) ≤
β(B,W ) + β(M,A).
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Из полученного неравенства следует требуемое неравенство.
(ii) Для любых y ∈ Z(M), x ∈ W верно неравенство
β(M,x) ≤ β(M, y) + |yx|.
Тогда из этого неравенства и определений R(M), Z(M) следует, что
RW (M) ≤ β(M, y) + |yW | = R(M) + |Z(M)W |.
(iii) Для любых y ∈ Z0(M), x ∈ W верно неравенство
β(M,x) ≤ β(M, y) + |yx|.
Тогда из этого неравенства и определений R0(M), Z0(M) следует, что
RW (M) ≤ β(M, y) + |yW | = R0(M) + |Z0(M)W |.
(iv) Пусть x ∈M и τ > 0. Тогда найдется точка z ∈ W такая, что
|xz| ≤ |xW |+ τ.
Кроме того, получим неравенства
|xS| ≤ |xz|+ |zS| ≤ |xW |+ |zS| + τ ≤
sup
x∈M
|xW |+ sup
z∈W
|zS| + τ ≤ α(M,W ) + sup
z∈W
|zS|+ τ
для S ∈ Σ(X). Отсюда следует, что
inf
S∈Σ(X)
sup
x∈M
|xS| ≤ α(M,W ) + sup
z∈W
|zS|+ τ.
Переходя к точной нижней грани в правой части и используя произ-
вольность выбора τ > 0, получим
RΣ(M) = inf
S∈Σ(X)
sup
x∈M
|xS| ≤ α(M,W )+ inf
S∈Σ(X)
sup
z∈W
|zS| = α(M,W )+RΣ(W ).
Неравенство
RΣ(W ) ≤ α(M,W ) + RΣ(M)
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получается аналогично. Таким образом, теорема 1 доказана.
Теорема 2 [s19]. Пусть X — метрическое пространство и для
каждого n ∈ N
Mn ∈ K(X) и lim
n→∞α(Mn,M) = 0.
Тогда найдется такая подпоследовательность (Mk)k∈N последователь-
ности (Mn)n∈N, что верны равенства.
(i) lim
k→∞
β(Z0(Mk), Z0(M)) = 0.
(ii) lim
k→∞
β(H(Mk), H(M)) = 0.
(iii) lim
k→∞
β(Q0(Mk), Q0(M)) = 0.
Доказательство теоремы 2.
Из свойства 5 и компактности множествM, Mn (n ∈ N) следует, что
для каждого n ∈ N найдется такой элемент
zn ∈ Z0(Mn) (zn ∈ H(Mn), zn ∈ Q0(Mn)),
что
|znZ0(M)| = β(Z0(Mn), Z0(M)) (|znH(M)| = β(H(Mn), H(M)),
|znQ0(M)| = β(Q0(Mn), Q0(M))).
(i) Тогда для каждого n ∈ N
α(Mn, zn) = β(Mn, zn) = R0(Mn).
Используя условия теоремы 2, найдем такие подпоследовательность
(zk)k∈N последовательности (zn)n∈N и элемент z ∈M , что
lim
k→∞
|zkz| = 0.
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Тогда в силу следствия 1 и непрерывности метрики α получим
β(M, z) = α(M, z) = R0(M).
Следовательно, z ∈ Z0(M) и
lim
k→∞
β(Z0(Mk), Z0(M)) = |zkZ0(M)| = 0.
(ii) Тогда для каждого n ∈ N
α(Mn, zn) = β(Mn, zn) = D(Mn).
Используя условия теоремы 2, найдем такие подпоследовательность
(zk)k∈N последовательности (zn)n∈N и элемент z ∈M , что
lim
k→∞
|zkz| = 0.
Тогда в силу свойства 5 и непрерывности метрики α получим
β(M, z) = α(M, z) = D(M).
Следовательно, z ∈ H(M) и
lim
k→∞
β(H(Mk), H(M)) = lim
k→∞
|zkH(M)| = 0.
(iii) Тогда для каждого n ∈ N
β(Z0(Mn), zn) = R0(Mn).
Используя условия теоремы 2 и доказанное утверждение (i), найдем та-
кие подпоследовательности (zk)k∈N, (Z0(Mk))k∈N последовательностей
(zn)n∈N, (Z0(Mn)))n∈N соответственно и элемент z ∈M , что
lim
k→∞
|zkz| = 0, lim
k→∞
β(Z0(Mk), Z0(M)) = 0.
Но для каждого k ∈ N верно неравенство
|β(Z0(Mk), zk)− β(Z0(M), z)| ≤ β(Z0(Mk), Z0(M)) + |zkz|.
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Тогда в силу следствия 1 получим равенство
β(Z0(M), z) = R0(M).
Следовательно, z ∈ Q0(M) и
lim
k→∞
β(Q0(Mk), Q0(M)) = lim
k→∞
|zkQ0(M)| = 0.
Таким образом, теорема 2 доказана.
Пример 1.
Рассмотрим для каждого n ∈ {2, 3, . . .} в евклидовой плоскости R2
3-сети
S = {O(0; 0), A(1/2;
√
3/2), B(−1/2;
√
3/2)},
Sn = {Cn(0; 1/n), A(1/2;
√
3/2), B(−1/2;
√
3/2)}.
Тогда нетрудно проверить, что для каждого n ∈ {2, 3, . . .} имеют место
равенства:
α(Sn, S) = 1/n, Z0(S) = H(S) = Q0(S) = S,
Z0(Sn) = {Cn}, H(Sn) = Q0(Sn) = {A,B}, α(Z0(Sn), Z0(S)) = |BCn|,
α(H(Sn), H(S)) = α(Q0(Sn), Q0(S)) = 1.
Таким образом, в теореме 2, в общем случае, нельзя заменить отклоне-
ние β на метрику Хаусдорфа.
2.2 Относительный чебышевский центр конечного
множества геодезического пространства
Рассмотрим метрическое пространство (X, ρ) и примем следующие обо-
значения.
Bα(S, r)— открытый шар с центром в точке S ∈ (Σ∗N(X), α), радиуса
r > 0.
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Пусть S ∈ ΣN(X), x ∈ S. Если S 6= {x}, то S(x) = S\{x}. Если
S = {x}, то S(x) = x.
m(S) = min{|xy| : x, y ∈ S, x 6= y}.
m1(S) = max{|xS(x)| : x ∈ S}.
h(S) = {x ∈ S : |xS(x)| = m(S)}.
h1(S) = {x ∈ S : |xS(x)| = m1(S)}.
d0(N) = {S ∈ Σ∗N(X) : D(S) = R0(S)}
— множество диаметральных N -сетей в Σ∗N(X).
Пусть 1 ≤ k ≤ N .
Zk,N = {S ∈ Σ∗N(X) : card (Z0(S)) ≤ k}.
Z∗k,N = {S ∈ Σ∗N(X) : card (Z0(S)) = k}.
md(N) = {S ∈ Σ∗N(X) : D(S) = m(S)}.
mr0(N) = {S ∈ Σ∗N(X) : m(S) = R0(S)}.
dm1(N) = {S ∈ Σ∗N(X) : D(S) = m1(S)}.
mm1(N) = {S ∈ Σ∗N(X) : m(S) = m1(S)}.
m1r0(N) = {S ∈ Σ∗N(X) : m1(S) = R0(S)}.
В дальнейшем мы будем рассматривать геодезическое пространство X,
удовлетворяющее следующему условию (CA).
(CA) Для любого сегмента [x, y] ⊂ X и любой точки z ∈ X верно
неравенство
2|zω1/2(x, y)| ≤ |zx|+ |zy|.
Причем, если точки x, y, z не принадлежат одному сегменту, то нера-
венство строгое.
Из условия (CA) нетрудно получить следующее свойство (CB) в
геодезическом пространстве X.
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(CB) Для любого сегмента [x, y] ⊂ X, любой точки z ∈ X и
любого числа ε ∈ (0, 1) верно неравенство
|zωε(x, y)| ≤ (1− ε)|zx|+ ε|zy|.
Причем, если точки x, y, z не принадлежат одному сегменту, то нера-
венство строгое.
Приведем некоторые простые свойства и взаимосвязи рассмотрен-
ных понятий в метрическом пространстве X, доказательства первых
двух из которых непосредственно следуют из их определений.
1. Пусть N > 2. Тогда
Z∗N−1,N = ⊘, ZN,N = Σ∗N(X), Z∗N,N = d0(N) = Σ∗N(X)\ZN−2,N .
2. Пусть S ∈ Σ∗N(X). Тогда следующие условия равносильны:
(i) h(S) = S; (ii) h1(S) = S; (iii) m(S) = m1(S).
3. В геодезическом пространствеX, удовлетворяющем условию (CA),
для любых точек x, y существует единственный сегмент [x, y].
Действительно, в противном случае найдутся такие два сегмента
[x, y], [x, y]′ с концами в точках x, y ∈ X и различными серединами
u = ω1/2(x, y) и v = ω
′
1/2(x, y) соответственно. Тогда из условия (CA)
получим
|xω1/2(u, v)|+ |yω1/2(u, v)| < |xy|.
Получили противоречие.
4. Пусть X геодезическое пространство, удовлетворяющее условию
(CA), M ∈ K(X), точки x, y ∈ Z0(M) различны и ε ∈ (0, 1). Тогда
ωε(x, y) /∈M.
Докажем это свойство. Предположим противное, т.е. ωε(x, y) ∈ M .
Тогда в силу условий нашего утверждения и свойства (CB) найдется
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такая точка z ∈M , что
β(M,ωε(x, y)) = |zωε(x, y)| < max{|zx|, |zy|} ≤ R0(M).
Получили противоречие.
В следующих лемме 1, теореме 1 и следствии 1 установлены некото-
рые геометрические свойства рассмотренных классов фигур простран-
ства (Σ∗N(X), α) и их относительных чебышевских центров.
Лемма 1 [s19]. Пусть X метрическое пространство,
S, Sˆ ∈ (Σ∗N(X), α). Тогда
(i)
mr0(N) = mm1(N) ∩m1r0(N), md(N) = mm1(N) ∩m1r0(N) ∩ d0(N),
dm1(N) = m1r0(N) ∩ d0(N) =
{S ∈ d0(N) : существуют различные точки
x1, . . . , xN ∈ S (|x1x2| = . . . = |x1xN | = D(S))};
(ii) |m1(S)−m1(Sˆ)| ≤ 2θ(S, Sˆ).
Доказательство леммы 1.
(i) Докажем сначала, что для любого S ∈ Σ∗N(X) верно неравенство:
m1(S) ≤ R0(S).
Выберем такой элемент x ∈ S, что m1(S) = |xS(x)|. Тогда для каждого
y ∈ S(x) справедливы неравенства:
|xS(x)| ≤ |xy| ≤ β(S, y).
Кроме того,
|xS(x)| ≤ β(S, x).
Следовательно,
m1(S) ≤ min{β(S, z) : z ∈ S} = R0(S).
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Используя полученное неравенство, а также очевидные неравенства
m(S) ≤ m1(S), R0(S) ≤ D(S)
для S ∈ ΣN(X), получим
mr0(N) = mm1(N) ∩m1r0(N), dm1(N) = m1r0(N) ∩ d0(N),
md(N) = mm1(N) ∩m1r0(N) ∩ d0(N).
Кроме того, из полученного представления множества dm1(N) и его
определения следует равенство
dm1(N) = {S ∈ d0(N) : существуют различные точки
x1, . . . , xN ∈ S (|x1x2| = . . . = |x1xN | = D(S))}.
(ii) Заметим, что для любых x ∈ S, y ∈ Sˆ справедливы неравен-
ства:
|xS(x)| − |ySˆ(y)| ≤ |xy|+ |yS(x)| ≤ 2β(S, y).
Следовательно,
m1(S)−m1(Sˆ) ≤ 2RSˆ(S) ≤ 2θ(S, Sˆ).
Осталось использовать произвольность выбора S, Sˆ ∈ Σ∗N(X). Лемма
1 доказана.
Теорема 1 [s19]. Пусть N > 2, X — геодезическое пространство,
удовлетворяющее условию (CA). Тогда в пространстве (Σ∗N(X), α)
имеют место следующие соотношения.
(i) Для всех k ∈ {1, . . . , N}
◦
Zk,N= Zk,N .
(ii) ZN−2,N = Σ∗N(X);
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(iii) Z1,N = {S ∈ Σ∗N(X) : D(Z0(S)) < R0(S)}∪
{S ∈ Σ∗N(X) : ∃x, y ∈ S (|xy| = R0(S), D({x, y}, S\{x, y}) = R0(S))}.
(iv) dm1(N) ∪ d0,N−1 ⊂ Z1,N ∩ d0(N),
где
d0,N−1 = {S ∈ d0(N) : существуют различные точки
x1, . . . , xN−1 ∈ S (|x1x2| = . . . = |x1xN−1| = D(S))}.
Причем, при N ∈ {3, 4} имеет место равенство.
Замечание 1. Автор первоначально доказал утверждение (i) тео-
ремы 1 для случая k = 1. На верность утверждения (i) теоремы 1
для случая k > 1 автору указал рецензент статьи [s19].
Доказательство теоремы 1.
(i) В силу свойства 1 достаточно рассмотреть случай, когда k ≤
N − 2. Пусть S ∈ Zk,N и
ε =
1
8
min{R0(S\Z0(S))−R0(S), m(S)/2}.
Рассмотрим произвольную N -сеть Sˆ ∈ Bα(S, ε). Тогда нетрудно прове-
рить, что
Z0(Sˆ) = Sˆ ∩B(Z0(S), ε)
и Sˆ ∈ Zk,N . Следовательно,
S ∈ ◦Zk,N
Таким образом,
◦
Zk,N= Zk,N .
(ii) Учитывая свойство 1, достаточно рассмотреть случай, когда
Z0(S) = S и найти в произвольной окрестности N -сети S N -сеть Sˆ ∈
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ZN−2,N . Выберем ε = m(S)/4. Пусть найдутся такие попарно различ-
ные элементы x, y, z ∈ S, что
R0(S) = |xy| = |xz|.
Положим
yˆ = ωε/2(y, z), Sˆ = {yˆ} ∪ S(y).
Тогда в силу свойства (CB) получим
x, z /∈ Z0(Sˆ).
Следовательно,
Sˆ ∈ ZN−2,N ∩Bα(S, ε).
Отметим, что для N = 3 наше утверждение доказано. Рассмотрим слу-
чай, когдаN > 3 и таких элементов нет. Тогда найдутся такие элементы
x, y, u, v ∈ S, что
R0(S) = |xy| = |uv|
и u, v /∈ {x, y}. Положим
xˆ = ωε/2(x, y), Sˆ = {xˆ} ∪ S(x).
В силу свойства (CB) получим
u, v /∈ Z0(Sˆ).
Таким образом,
Sˆ ∈ ZN−2,N ∩Bα(S, ε).
(iii) Пусть
S ∈ {S ∈ Σ∗N(X) : D(Z0(S)) < R0(S)}∪
{S ∈ Σ∗N(X) : ∃x, y ∈ S (|xy| = R0(S), D({x, y}, S\{x, y}) = R0(S))}
и S /∈ Z1,N . Докажем, что S ∈ Z1,N . Выберем ε = m(S)/4 и рассмотрим
два случая.
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1. Пусть
D(Z0(S)) < R0(S), u, v ∈ Z0(S)
и u 6= v. Положим
uˆ = ωε(u, v), Sˆ = {uˆ} ∪ S(u).
Тогда в силу свойства (CB) получим
uˆ ∈ Z0(Sˆ)
и R0(Sˆ) < R0(S). Если z ∈ Z0(S), то найдется такой элемент t ∈
S\Z0(S), что
|zt| = R0(S).
Если z ∈ S\Z0(S), то найдется такой элемент t ∈ S(u), что
|zt| ≥ R0(S).
Следовательно, {uˆ} = Z0(Sˆ).
2. Пусть найдутся такие x, y ∈ S, что
|xy| = R0(S) и D({x, y}, S\{x, y}) = R0(S).
Для определенности считаем, что
D(x, S\{x, y}) = R0(S).
Если для каждого z ∈ S\{x, y} имеет место неравенство
β(S\{y}, z) ≥ R0(S),
то выберем
yˆ = ωε/2(y, x), Sˆ = {yˆ} ∪ S(y).
Тогда в силу свойства (CB) получим
{yˆ} = Z0(Sˆ).
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Если найдется z ∈ S\{x, y} такой, что
β(S\{y}, z) < R0(S),
то |zy| = R0(S). Выберем
zˆ = ωε/2(z, x), Sˆ = {zˆ} ∪ S(z).
Тогда в силу свойства (CB) получим
{zˆ} = Z0(Sˆ).
Таким образом, в обоих случаях
Sˆ ∈ Z1,N ∩Bα(S, ε).
Пусть S ∈ Z1,N . Тогда либо
D(Z0(S)) < R0(S),
либо найдутся такие x, y ∈ Z0(S), что
|xy| = R0(S).
В первом случае N -сеть S принадлежит множеству в правой части
устанавливаемого равенства. Во втором случае предположим, что
D({x, y}, S\{x, y}) < R0(S)
и выберем
δ =
1
8
min{R0(S)−D({x, y}, S\{x, y}), m(S)/2}.
Тогда для любой N -сети Sˆ ∈ Bα(S, δ) найдутся такие
{u} = Sˆ ∩ B(x, δ), {v} = Sˆ ∩B(y, δ),
что u 6= v и u, v ∈ Z0(Sˆ). Следовательно,
Sˆ /∈ Z1,N
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и наше предположение приводит к противоречию с тем, что
S ∈ Z1,N .
Таким образом, во втором случае
D({x, y}, S\{x, y}) = R0(S)
и N -сеть S также принадлежит множеству в правой части устанавли-
ваемого равенства. Следовательно, утверждение (iii) доказано.
(iv) Из равенств (i) леммы 1 получим
dm1(N) = {S ∈ d0(N) : существуют различные точки
x1, . . . , xN ∈ S (|x1x2| = . . . = |x1xN | = D(S))}.
Следовательно, для произвольного S ∈ dm1(N) найдутся такие x =
x1, y = x2 ∈ S, что
|xy| = D(S) = R0(S) и D({x, y}, S\{x, y}) = D(S) = R0(S).
Тогда, учитывая доказанное утверждение (iii), получим
dm1(N) ⊂ Z1,N ∩ d0(N).
Пусть
S = {x1, . . . , xN} ∈ d0,N−1 и |x1x2| = . . . = |x1xN−1| = D(S).
Используя определения множеств d0(N), d0,N−1, найдем такой элемент
x ∈ S(xN), что |xxN | = D(S). Тогда
|xx1| = D(S) = R0(S), D({x, x1}, S\{x, x1}) = D(S) = R0(S).
Учитывая доказанное утверждение (iii), получим
d1,N−1 ⊂ Z1,N ∩ d0(N).
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Докажем обратное включение при N ∈ {3, 4}. Используя доказанное
утверждение (iii), свойство 1 и определение множеств d0(N), d0,N−1,
получим
Z1,N ∩ d0(N) =
{S ∈ d0(N) : ∃x, y ∈ S (|xy| = D(S), D({x, y}, S\{x, y}) = D(S))} =
{S ∈ d0(N) : ∃x, y, z ∈ S (|xy| = |xz| = D(S))} = d0,N−1 ⊂ dm1(N)∪d0,N−1.
Таким образом, теорема 1 доказана.
Из определения множества d0(N), теоремы 1 и свойства 1 получим
Следствие 1. Пусть N > 2, X — геодезическое пространство,
удовлетворяющее условию (CA). Тогда имеет место равенство
d0(N) = ∂ZN−2,N .
Пример 1.
Пусть 4-сеть S состоит из вершин квадрата в евклидовой плоскости.
Tогда в силу утверждения (iii) теоремы 1
S ∈ d0(4)\Z1,4.
Пример 2.
Рассмотрим 5-сеть S, состоящую из вершин правильного пятиуголь-
ника в евклидовой плоскости. Используя утверждение (iii) теоремы 1,
нетрудно проверить, что
S ∈ Z1,5 ∩ d0(5).
С другой стороны,
S /∈ dm1(5) ∪ d0,4.
Таким образом, в общем случае, включение множеств в (iv) теоремы 1
строгое уже при N = 5.
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Следующую теорему 2 вместе с доказательством автору сообщил ре-
цензент при рецензировании статьи [s19], в которой можно найти ее
доказательство.
Теорема 2. Пусть N > 2, X — геодезическое пространство, удо-
влетворяющее условию (CA),
Σ∗N(X)\Z1,N 6= ⊘.
Тогда
Σ∗N(X) = Z1,N ∪ Zˆ2,N ,
где
Zˆ2,N = {S ∈ Z∗2,N(X) : D(Z0(S), S\Z0(S)) < R0(S), D(Z0(S)) = R0(S)}
— открытое множество в пространстве (Σ∗N(X), α), непересекающе-
еся с множеством Z1,N .
Эта теорема 2 удачно дополняет теорему 1, поскольку из нее, в част-
ности, следует, что при N > 2 множество
Z1,N ∪ Zˆ2,N
всюду плотно в пространстве (Σ∗N(X), α).
2.3 Достаточные условия существования и единствен-
ности чебышевского центра непустого ограни-
ченного множества геодезического пространства
Достаточные условия существования и единственности чебышевского
центра непустого ограниченного множества банахова пространства бы-
ли получены Гаркави А. Л. [39], а достаточные условия принадлеж-
ности чебышевского центра замыканию выпуклой оболочки данного
множества банахова пространства были получены Гаркави А. Л. [40]
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и Белобровым П. К. [12]. В случае геодезического пространства такие
условия были установлены автором в [s9], [s21]. Перечислим отдельно
условия, некоторые из которых будем налагать на метрическое про-
странство (X, ρ).
(A4) Для любых x, y ∈ X существует единственная точка
ω(x, y) ∈ X такая, что
|xω(x, y)| = |yω(x, y)| = 1
2
|xy|.
(A5) Для всех точек p, x, y пространства X, удовлетворяющего
условию (A4), верно неравенство
|pω(x, y)| ≤ max{|px|, |py|}.
(A6) Отображение ω : X × X → X равномерно непрерывно на
каждом множестве B×B, где В — произвольный замкнутый шар про-
странства X, удовлетворяющего условию (A4).
(A7) Для каждого r > 0 и для любых ограниченных последова-
тельностей
(pn)n∈N, (xn)n∈N, (yn)n∈N
пространства X, удовлетворяющего условию (A4), таких, что для каж-
дого n ∈ N
|pnxn| ≤ r, |pnyn| ≤ r, lim
n→∞ |pnω(xn, yn)| = r,
верно равенство
lim
n→∞
|xnyn| = 0.
(A8) Для каждого r > 0, для каждой сходящейся к нулю последо-
вательности неотрицательных вещественных чисел (εn)n∈N и для любых
ограниченных последовательностей
(pn)n∈N, (xn)n∈N, (yn)n∈N
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пространства X, удовлетворяющего условию (A4), таких, что для каж-
дого n ∈ N
|pnxn| ≤ r + εn, |pnyn| ≤ r + εn, lim
n→∞
|pnω(xn, yn)| = r,
верно равенство
lim
n→∞
|xnyn| = 0.
Отметим, что условие (A4) является более сильным, чем условие
(A0), но более слабым, чем условие (A1). В геодезическом простран-
стве условие (A4) эквивалентно условию (A1). Полное метрическое про-
странство, удовлетворяющее условию (A4), является геодезическим про-
странством [49]. Очевидно, что в геодезическом пространстве, удовле-
творяющем условию (A4), условие (A5) эквивалентно условию выпук-
лости произвольного замкнутого шара и слабее условия (A3). Приме-
рами полных метрических пространств, в которых выполнены условия
(A4−A8), являются равномерно выпуклое банахово пространство и про-
странство Адамара [28, c. 390] (в частности, гильбертово пространство
и пространство Лобачевского).
Лемма 1. Если геодезическое пространство X удовлетворяет усло-
виям (A4 − A7), то оно удовлетворяет и условию (A8).
Доказательство леммы 1.
Пусть заданы число r > 0 и последовательности
(εn)n∈N, (pn)n∈N, (xn)n∈N, (yn)n∈N,
как указано в (A8). Рассмотрим для каждого n ∈ N такие точки un, vn
в сегментах [pn, xn], [pn, yn] соответственно, что
|unxn| = µn|pnxn|, |vnyn| = µn|pnyn|,
где
µn =
εn
r + εn
.
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Тогда для каждого n ∈ N верны вспомогательные неравенства.
|unxn| ≤ εn, |ynvn| ≤ εn, |pnun| ≤ r, |pnvn| ≤ r,
|pnω(xn, yn)| − |ω(xn, yn)ω(un, vn)| ≤ |pnω(un, vn)| ≤
|pnω(xn, yn)|+ |ω(xn, yn)ω(un, vn)|.
Используя эти неравенства и условие (A6), получим
lim
n→∞
|pnω(un, vn)| = r.
Следовательно, в силу условия (A7)
lim
n→∞ |unvn| = 0.
Из этого равенства и неравенств
|xnyn| ≤ |xnun|+ |unvn|+ |vnyn| ≤ 2εn + |unvn|
для каждого n ∈ N получим
lim
n→∞ |xnyn| = 0.
Таким образом, лемма 1 доказана.
Лемма 2 ([s9], [s21]). Для каждого непустого ограниченного мно-
жества метрического пространства, удовлетворяющего условиям (A4),
(A5), (A7), существует не более одного чебышевского центра.
Доказательство леммы 2.
Пусть x, y чебышевские центры множества M ∈ B(X). Тогда из
определения чебышевского центра и условий (A4), (A5) следует, что
верны неравенства
sup
u∈M
|ω(x, y)u| ≤ sup
u∈M
max{|xu|, |yu|} ≤ R(M).
Тогда ω(x, y) — чебышевский центр множества M и из определения
чебышевского центра следует, что в множестве M найдется такая по-
следовательность (pn)n∈N, что для каждого n ∈ N
lim
n→∞ |pnω(x, y)| = R(M), |pnx| ≤ R(M), |pny| ≤ R(M).
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В силу условия (A7) получим x = y. Лемма 2 доказана.
Теорема 1 ([s9], [s21]). Для каждого непустого ограниченного мно-
жества полного метрического пространства, удовлетворяющего усло-
виям (A4), (A5), (A6), (A8), существует единственный чебышевский
центр.
Доказательство теоремы 1.
Для множестваM ∈ B(X) рассмотрим семейство непустых замкну-
тых множеств
Kε(M) = {y ∈ X : β(M, y) ≤ R(M) + ε},
где ε > 0.
Это семейство обладает следующими элементарными свойствами:
(i) если α ≤ ε, то
Kα(M) ⊂ Kε(M);
(ii) ∩{Kε(M) : ε > 0} есть множество всех чебышевских центров
множества M .
По лемме 2 существует не более одного чебышевского центра мно-
жества M . Выберем сходящуюся к нулю последовательность положи-
тельных вещественых чисел (εn)n∈N и для каждого n ∈ N такие точки
xn, yn ∈ Kεn(M), что
D(Kεn(M)) ≤ |xnyn|+ εn.
В силу условий (A4), (A5), определения чебышевского радиуса и мно-
жества Kε(M) для каждого n ∈ N получим
R(M) ≤ sup
z∈M
|zω(xn, yn)| ≤ sup
z∈M
max{|zxn|, |zyn|} ≤ R(M) + εn.
Следовательно, в множествеM найдется такая последовательность (zn)n∈N,
что
lim
n→∞ |znω(xn, yn)| = R(M).
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Теперь в силу условия (A8) получим
lim
n→∞
|xnyn| = 0.
Тогда по теореме Кантора [84, c. 399] множество
∩{Kε(M) : ε > 0}
состоит из одной точки. Таким образом, теорема 1 доказана.
Из леммы 1 и теоремы 1 следует
Следствие 1 ([s9], [s21]). Для каждого непустого ограниченного
множества полного метрического пространства, удовлетворяющего
условиям (A4 − A7), существует единственный чебышевский центр.
2.4 Обобщение некоторых теорем Б. Секефальви-
Надь, С. Б. Стечкина и Н. В. Ефимова
Пусть (X, ρ) метрическое пространство. Напомним следующие обозна-
чения и определения из [37], [23], [76].
Пусть M непустое подмножество пространства X.
EM = {x ∈ X : P (x,M) 6= ∅}, TM = {x ∈ X : P (x,M)−одноточечно},
DM(x) = lim
δ→0+
D(P (x,M, δ)), T ′M = {x ∈ X : DM(x) = 0}.
Множество M из X называется множеством существования ( че-
бышевским множеством), если EM = X (TM = X).
Чебышевское множество M называется сильно чебышевским мно-
жеством, если отображение
PM : X →M, PM(x) = P (x,M)
— непрерывно [23, определение 3.28].
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Последовательность (yn)n∈N множестваM называется минимизиру-
ющей последовательностью для точки x ∈ X, если
lim
n→∞
|xyn| = |xM |.
МножествоM ⊂ X называется аппроксимативно компактным мно-
жеством, если для каждого x ∈ X каждая минимизирующая последо-
вательность имеет подпоследовательность, сходящуюся к элементу из
множества M .
Множество M ⊂ X называется телом [37], если
M ⊂ ◦M.
Множество M ⊂ X называется a-выпуклым (a > 0), если для каж-
дого элемента x ∈ X\M найдется элемент c ∈ X такой, что x ∈ B(c, a)
и M
⋂
B(c, a) = ∅ [37].
Замкнутый шар B[x, a] называется опорным шаром к множествуM
в точке y ∈M , если |xM | = |xy| = a [37].
Вместе с условиями (A4−A6) на геодезическое пространствоX будем
использовать также вместо условия (A7) более слабое условие (A
′
7).
(A′7) Для каждого замкнутого шара B[p, r] геодезического про-
странства X, удовлетворяющего условию (A4), и для любых последо-
вательностей
(xn)n∈N, (yn)n∈N
из этого шара таких, что
lim
n→∞
|pω(xn, yn)| = r,
верно равенство
lim
n→∞
|xnyn| = 0.
Приведем несколько вспомогательных утверждений, доказательства
первых двух из них очевидны, а остальных известны.
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1. Каждый открытый шар геодезического пространства, через каж-
дые две различные точки которого можно провести единственную пря-
мую, выпуклый тогда и только тогда, когда каждый замкнутый шар
этого пространства выпуклый.
2. В геодезическом пространстве, удовлетворяющем условиям (A4−
A6), (A
′
7), каждая сфера не содержит невырожденных отрезков.
3. Каждое аппроксимативно компактное чебышевское множество
метрического пространства является сильно чебышевским ([76, след-
ствие 2] или [37, следствие 2.2]).
4. Пусть X геодезическое пространство, через каждые две различ-
ные точки которого можно провести единственную прямую, x ∈ X,
M ∈ Σ(X). Если
y ∈ P (x,M), z ∈ (x, y],
где (x, y] = [x, y]\{x}, то P (z,M) = y [37, предложение 0.3].
5. Пусть M замкнутое подмножество полного геодезического про-
странства X, через каждые две различные точки которого можно про-
вести единственную прямую. Тогда M ⊂ T ′M ⊂ TM и для каждого
x ∈ T ′M имеет место включение [37, предложение 1.1]
[x, P (x,M)] ⊂ T ′M .
Следующая теорема 1 обобщает теорему Б. Секефальви - Надь [23,
теорема 3.35], другие обобщения можно найти в [37, предложения 2.5,
2.6].
Теорема 1 [s7]. В полном геодезическом пространстве, удовлетво-
ряющем условиям (A4 − A6), (A′7), каждое выпуклое замкнутое мно-
жество является аппроксимативно компактным, чебышевским (а
значит и сильно чебышевским).
Замечание 1. Условие (A6) в теореме 1 можно ослабить до сле-
дующего условия (A′6).
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(A′6) Если
lim
n→∞
|xnyn| = 0
для ограниченных последовательностей (xn)n∈N, (yn)n∈N пространства
X, то
|ω(xn, xm)ω(yn, ym)| → 0
при n→∞, m→∞.
Доказательство теоремы 1.
Докажем аппроксимативную компактность множества M . Пусть
p ∈ X\M, (xn)n∈N
— минимизирующая последовательность в множествеM для точки p и
для каждого n ∈ N
yn = [p, xn]
⋂
S(p, |pM |).
Тогда
lim
n→∞
|xnyn| = lim
n→∞
(|xnp| − |pyn|) = lim
n→∞
|xnp| − |pM | = 0.
Из условия (A6) (или (A
′
6)) следует, что
|ω(xn, xm)ω(yn, ym)| → 0
при n→∞, m→∞. Кроме того,
ω(yn, ym) ∈ B[p, |pM |], ω(xn, xm) ∈M
при n, m ∈ N, поскольку M , B[p, |pM |] — выпуклые множества. Пусть
anm ∈ S(p, |pM |)
⋂
[ω(xn, xm), ω(yn, ym)]
при n, m ∈ N. Тогда
|pM | − |ω(yn, ym)anm| = |panm| − |ω(yn, ym)anm| ≤ |pω(yn, ym) ≤ |pM |
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и значит,
|pω(yn, ym)| → |pM |
при n → ∞, m → ∞. Из условия (A′7) получим, что |ynym| → 0 при
n→∞,m→∞. Но пространствоX — полное, поэтому найдется точка
y ∈ S(p, |pM |) такая, что
lim
n→∞
yn = y.
Из неравенства
|yxn| ≤ |xnyn|+ |yyn|
следует теперь, что
lim
n→∞
xn = y ∈M
⋂
S(p, |pM |).
Значит, множество M — аппроксимативно компактно.
Пересечение M
⋂
S(p, |pM |) содержит не более одной точки. Дей-
ствительно, в противном случае сфера содержала бы невырожденный
отрезок, поскольку множества M , B[p, pM ] выпуклые. А это противо-
речит свойству 2. Следовательно, множествоM чебышевское и теорема
1 доказана.
Лемма 1 [s7]. Пусть X — геодезическое пространство, удовлетво-
ряющее условиям (A4 − A6), (A′7), x ∈ X. Если последовательности
(yn)n∈N, (zn)n∈N, (un)n∈N
удовлетворяют условиям:
|xyn| = r, lim
n→∞
|xzn| = r+h, un ∈ [x, zn], |xun| = r, lim
n→∞
|ynzn| = h,
где r > 0, h > 0, n ∈ N, то
lim
n→∞
|ynun| = 0.
Доказательство леммы 1.
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Пусть для каждого n ∈ N
cn ∈ [zn, yn], |cnzn| = |unzn|.
Тогда
lim
n→∞
|yncn| = lim
n→∞
(|ynzn| − |unzn|) = 0
и по условию (A6)
lim
n→∞
|ω(yn, un)ω(cn, un)| = 0.
В силу условий леммы 1, (A5) и неравенства треугольника верны нера-
венства
|xzn| ≤ |xω(yn, un)|+ |ω(yn, un)ω(cn, un)|+
|ω(cn, un)zn| ≤ r + |ω(yn, un)ω(cn, un)|+ h.
Следовательно,
lim
n→∞
|xω(yn, un)| = r.
Из условия (A7) следует теперь, что
lim
n→∞
|unyn| = 0.
Что и требовалось доказать.
Рассмотрим еще одно условие (A9) на геодезическое пространство
X.
(A9) Для любых вещественных чисел r > 0, λ > 1 и для каждой
точки p геодезического пространства X, через каждые две различные
точки которого можно провести единственную прямую, отображение
g : S(p, r)→ S(p, λr), g(x) = ωλ(p, x)
— равномерно непрерывно.
Отметим, что совокупность условий (A6), (A9) в геодезическом про-
странстве X, через каждые две различные точки которого можно про-
вести единственную прямую, слабее следующего условия (A∗6), исполь-
зованного автором в [s7].
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(A∗6) Для каждого λ ∈ R отображение
ωλ : X ×X → X
равномерно непрерывно на каждом множестве вида B × B, где В —
произвольный замкнутый шар геодезического пространства X, через
каждые две различные точки которого можно провести единственную
прямую.
Утверждение (i) следующей леммы 2 является обобщением леммы
1.1 С. Б. Стечкина [38], утверждение (ii) леммы 2 является обобщением
утверждения в лемме 4 А. В. Маринова [62].
Лемма 2 [s7], [s12]. Пусть в геодезическом пространстве X, через
каждые две различные точки которого можно провести единствен-
ную прямую, выполнены условия (A5), (A6), (A
′
7), (A9), x ∈ X и даны
такие вещественные числа h, H, что 0 < h < H. Тогда верны следу-
ющие утверждения.
(i) D(B[z,H − h+ δ]\B(x,H))→ 0;
(ii) D(B[z,H − h]\B(x,H − δ))→ 0
при δ → 0+ равномерно по всем y, z ∈ X, удовлетворяющим услови-
ям:
z ∈ (x, y), |xy| = H, |xz| = h,
где (x, y) = [x, y]\{x, y}.
Доказательство леммы 2.
(i) Пусть для каждого δ > 0 в множестве
B[z,H − h+ δ]\B(x,H)
произвольным образом выбран элемент u. Очевидно, достаточно дока-
зать, что
lim
δ→0+
|uy| = 0.
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Обозначим
t = [x, u]
⋂
S(x, h), v = [x, u]
⋂
S(x,H).
Тогда из условий леммы 2 и неравенства треугольника получим
H − h ≤ |xu| − |xt| = |tu| ≤ |zu| ≤ H − h+ δ.
Следовательно,
lim
δ→0+
|tu| = lim
δ→0+
|zu| = H − h.
В силу леммы 1
lim
δ→0+
|tz| = 0.
Из условия (A9) следует теперь, что
lim
δ→0+
|vy| = 0.
Кроме того, из условий леммы 2 и неравенства треугольника получим
|uy| ≤ |vy|+ |vu| ≤ |vy| + δ
Следовательно,
lim
δ→0+
|uy| = 0.
(ii) Пусть для каждого 0 < δ < H − h в множестве
B[z,H − h]\B(x,H − δ)
произвольным образом выбран элемент u. Очевидно, достаточно дока-
зать, что |uy| → 0 при δ → 0+. Пусть v точка пересечения прямой,
проходящей через точки x, u со сферой
S(x,H), t = [x, u]
⋂
S(x, h).
Из неравенств
H − δ ≤ |xu| ≤ |xv| = H
следует, что
lim
δ→0+
|xu| = H, lim
δ→0+
|uv| = lim
δ→0+
(H − |xu|) = 0.
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Тогда из неравенств
|zy| ≤ |zv| ≤ |zu|+ |uv| ≤ |zy| + |uv|
следует, что
lim
δ→0+
|zv| = H − h.
Но |xt| = |xz| = h. Поэтому по лемме 1,
lim
δ→0+
|tz| = 0.
Из условия (A9) следует теперь, что
lim
δ→0+
|vy| = 0.
Таким образом,
|uy| ≤ |uv|+ |vy| → 0
при δ → 0+ и лемма 2 доказана.
Следующая теорема 2 обобщает теорему С. Б. Стечкина [37, теорема
1.1].
Теорема 2 [s7]. Пусть в полном геодезическом пространстве X,
через каждые две различные точки которого можно провести един-
ственную прямую, выполнены условия (A5), (A6), (A
′
7), (A9), M —
непустое замкнутое множество в X. Тогда каждое из множеств
TM , T
′
M является дополнением множества первой категории (в част-
ности, всюду плотно) в пространстве X.
Доказательство теоремы 2.
Докажем, что множество
Fε = {x ∈ X : DM(x) ≥ ε}
замкнуто для каждого ε > 0. Пусть
lim
n→∞ xn = x, DM(xn) ≥ ε
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для каждого n ∈ N. Покажем, что для каждого n ∈ N
P (xn,M, t) ⊂ P (x,M, δ)
при
t < δ/2, |xxn| < δ/4.
Действительно, если для каждого n ∈ N y ∈ P (xn,M, t), то
|yx| ≤ |yxn|+ |xxn| ≤ |xnM |+ t+ |xxn| ≤ |xM |+ t+2|xxn| ≤ |xM |+ δ.
Следовательно, для каждого n ∈ N и для каждого δ > 0
D(P (x,M, δ)) ≥ D(P (xn,M, t)) ≥ DM(xn) ≥ ε.
Отсюда получаем
DM(x) ≥ ε, x ∈ Fε.
Докажем теперь, что множество Fε нигде не плотно в пространстве
X. Если это не так, то замкнутое множество Fε содержит некоторый
замкнутый шар B[x, h] радиуса h > 0. Можно считать, что h < |xM |.
Пусть точка w ∈M такая, что
|xw| ≤ |xM |+ δ.
Положим
y = [x, w]
⋂
S(x, |xM |).
Пусть точка z ∈ [x, y] такая, что |xz| = h. Тогда
|zw| = |xw| − |xz| ≤ |xM |+ δ − h.
Кроме того, для каждого u ∈ P (z,M, δ)
|zu| ≤ |zM | + δ ≤ |zw|+ δ ≤ |xM | − h+ 2δ.
Значит,
P (z,M, δ) ⊂ B[z, |xM | − h+ 2δ]\B(x, |xM |).
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Из свойства 5 и утверждения (i) леммы 2 следует, что найдется такое
δ > 0, что
DM(z) ≤ D(P (z,M, δ) ≤ D(B[z, |xM | − h+ 2δ]\B(x, |xM |)) < ε.
Получили противоречие с тем, что
z ∈ B[x, h] ⊂ Fε.
Таким образом, для каждого ε > 0 множество Fε нигде не плотно в
пространстве X. Кроме того, множество
{x ∈ X : DM(x) > 0}
является множеством первой категории, поскольку совпадает с объеди-
нением множеств F1/n, (n ∈ N). Дополнением этого множества является
множество T ′M . Из свойства 5 следует, что T
′
M ⊂ TM . Таким образом,
теорема 2 доказана.
Следующая теорема обобщает теорему Н. В. Ефимова и С. Б. Стеч-
кина [37, теорема 1.2].
Теорема 3 [s7]. Пусть в полном геодезическом пространстве X,
через каждые две различные точки которого можно провести един-
ственную прямую, выполнены условия (A5), (A6), (A
′
7), (A9), M —
a-выпуклое тело этого пространства. Тогда множество точек гра-
ницы ∂M , в которых существует единственный опорный шар радиуса
a, является дополнением множества первой категории в ∂M .
Доказательство теоремы 3.
Доказательство в основном аналогично доказательству теоремы 1.2
в [37], если учесть лемму 2.
1. Для каждого δ > 0 и для любого y ∈ ∂M положим
Cδ(y) = {x ∈ X : B(x, a) ∩M = ∅, x ∈ B[y, a+ δ]}.
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Это множество непустое. Действительно, найдется такая точка z ∈
B(y, δ)\M , для которой в силу определения a-выпуклого тела найдется
открытый шар B(x, a), удовлетворяющий условиям:
B(x, a) ∩M = ∅, z ∈ B(x, a).
Тогда
|xy| ≤ |xz|+ |zy| < a+ δ,
то есть z ∈ Cδ(y). Заметим, что при 0 < δ < δ′
Cδ(y) ⊂ Cδ′(y).
Это простое свойство позволяет определить число
dy = lim
δ→0+
D(Cδ(y)) = inf{D(Cδ(y)) : δ > 0}
и для каждого ε > 0 множество
Gε = {y ∈ ∂M : dy ≥ ε}.
2. Покажем, что Gε замкнутое множество. Пусть последователь-
ность (yn)n∈N из множества Gε сходится к точке y ∈ X, то есть для
каждого δ > 0 найдется такое N ∈ N, что для каждого n > N |yny| < δ.
Если n > N и x ∈ Cδ(yn), то
B(x, a) ∩M = ∅, x ∈ B[yn, a+ δ].
Кроме того,
|xy| ≤ |xyn|+ |yny| ≤ a+ 2δ, и x ∈ C2δ(y).
Следовательно, для любого δ > 0 при n > N
Cδ(yn) ⊂ C2δ(y).
Тогда для каждого δ > 0 при n > N
D(C2δ(y)) ≥ D(Cδ(yn)) ≥ dyn ≥ ε.
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Следовательно,
dy ≥ ε и y ∈ Gε.
3. Покажем, что для каждого ε > 0 множество Gε нигде не плотно в
∂M . Предположим, что это неверно. Тогда найдется такой замкнутый
шар B[y, r], что
y ∈ ∂M, B[y, r] ∩ ∂M ⊂ Gε.
В силу того, чтоM — тело, найдется такая точка x ∈ ◦M , что |xy| < r/3.
Пусть (un)n∈N — минимизирующая последовательность в множестве
∂M для точки x. Тогда найдется такое N ∈ N, что для каждого n > N
|xun| ≤ 2|xy|, |yun| ≤ |yx|+ |xun| < r и un ∈ Gε.
Пусть для каждого n > N
h = |x(∂M)|, zn ∈ [x, un], |xzn| = h,
yn — точка на луче с началом в точке x, содержащем точку un, такая,
что |xyn| = a+h и H = a+h. Как установлено выше, для любого δ > 0
и для каждого n > N
Cδ(un) 6= ∅.
Следовательно, для каждого n > N найдется vn ∈ Cδ(un), что
a ≤ |vnM |, lim
n→∞
|vnun| = a.
Кроме того, для каждого n > N
B(vn, a) ∩M = ∅, B(x, h) ⊂ M, |xvn| ≥ a+ h = H.
Следовательно, для каждого n > N
vn 6= B(x, |xyn|).
Заметим, что для каждого n > N
a ≤ |vnzn| ≤ |vnun|+ |unzn|, lim
n→∞ |unzn| = 0.
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Следовательно,
lim
n→∞
|vnzn| = a.
Если сходящаяся к нулю последовательность положительных веществен-
ных чисел (δn)n∈N удовлетворяет для каждого n > N условию
δn > |vnun| − a+ |unzn|,
то для каждого n > N справедливо включение:
vn ∈ Cδn(un).
Таким образом, для каждого n > N
vn, yn ∈ B[zn, a+ δn]\B(x,H).
В силу леммы 2
lim
n→∞ |vnyn| = 0.
Из включения un ∈ Gε для каждого n > N следует, что найдется точка
qn ∈ Cδn(un),
для которой верно неравенство
|vnqn| ≥ ε/3.
Снова, для каждого n > N
qn ∈ B[zn, a+ δn]\B(x,H).
В силу леммы 2
lim
n→∞
|qnyn| = 0, lim
n→∞
|vnqn| = 0.
Получили противоречие. Таким образом, для каждого ε > 0 множество
Gε нигде не плотно в ∂M . Тогда множество
{y ∈ ∂M : dy > 0} =
∞⋃
n=1
G1/n
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— первой категории в ∂M .
4. Покажем, что в точке y ∈ ∂M с dy = 0 существует единственный
опорный шар радиуса a. Пусть (δn)n∈N сходящаяся к нулю строго убы-
вающая последовательность вещественных чисел и для каждого n ∈ N
имеет место включение:
pn ∈ Cδn(y).
Последовательность (pn)n∈N — фундаментальная, поскольку
lim
n→∞D(Cδn(y)) = dy = 0.
Но пространство X полное, поэтому найдется такая точка p ∈ X, что
lim
n→∞
pn = p.
Для каждого n ∈ N имеет место неравенство: |pnM | ≥ a. Следователь-
но, |pM | ≥ a. Кроме того, для каждого n ∈ N справедливы неравенства:
a ≤ |pM | ≤ |py| ≤ |ppn|+ a+ δn.
Значит,
|pM | = |pa| = a и B[p, a]
— искомый опорный шар. Предположим, что существует второй опор-
ный шар B[p′, a] с тем же свойством. Тогда для каждого n ∈ N имеет
место включение:
p′ ∈ Cδn(y).
Откуда, p = p′. Множество
{y ∈ ∂M : dy = 0}
является дополнением множества первой категории в ∂M . Но это под-
множество следующего множества
{y ∈ ∂M : в точке y существует единственный опорный шар B[p, a] к M}.
Следовательно, последнее множество также является дополнением мно-
жества первой категории в ∂M . Теорема 3 доказана.
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2.5 Непрерывность и связность метрической
δ-проекции в геодезическом пространстве
Пусть (X, ρ) — геодезическое пространство, через каждые две различ-
ные точки которого можно провести единственную прямую.
Напомним следующие обозначения и определения из [37], [62].
Пусть
x ∈ X, M ∈ Σ(X), t ≥ 0,
λ(M) = sup{|AB| : A ∪B = M, A, B 6= ∅},
λM(δ) = sup{λ(P (x,M, δ)) : x ∈ X}
— мера несвязности метрической δ-проекции.
ω(t) = sup{α(P (x,M, δ), P (y,M, δ)) : y ∈ X, |xy| ≤ t, P (y,M, δ) 6= ∅},
ωˆ(t) = sup{α(P (x,M, δ), P (x,W, δ)) :
W ∈ Σ(X), α(M,W ) ≤ t, P (x,W, δ) 6= ∅},
ω¯(t) = sup{α(P (x,M, δ), P (x,M, ε)) : ε ≥ 0, |ε−δ| ≤ t, P (x,M, ε) 6= ∅},
Ω(t) = sup{α(P (x,M, δ), P (y,W, ε)) : ε ≥ 0, y ∈ X, W ∈ Σ(X),
|xy| ≤ t, |ε− δ| ≤ t, α(M,W ) ≤ t, P (y,W, ε) 6= ∅}
— четыре модуля непрерывности оператора P в точке (x,M, δ) по x,
по M , по δ и по совокупности этих переменных, причем P (x,M) 6= ∅
при δ = 0.
uM(δ) = sup{ω(0+) : x ∈ X}, uˆM(δ) = sup{ωˆ(0+) : x ∈ X},
u¯M(δ) = sup{ω¯(0+) : x ∈ X}, UM(δ) = sup{Ω(0+) : x ∈ X},
где
ω(0+) = lim
t→0+
ω(t),
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— верхние грани разрывов оператора P на множестве
{(x,M, δ) : x ∈ X}.
Оператор
PM : X → 2X , PM(x) = P (x,M)
метрического проектирования на множество M называется непрерыв-
ным в слабом смысле [38], если
lim
n→∞
xn = x
влечет
lim
n→∞ |PM(xn)PM(x)| = 0.
МножествоM ⊂ X называется P -связным, если для каждого x ∈ X
множество PM(x) непустое и связное.
Множество M ⊂ X называется B-связным ( ◦B-связным), если пере-
сечение множества M с каждым замкнутым (открытым) шаром явля-
ется связным.
Приведем одно вспомогательное утверждение.
Предложение 1 [62, теорема 1]. Пусть M — подмножество гео-
дезического пространства X. Тогда
λM(δ + 0) ≤ uM(δ)
при
0 < δ < λM(δ + 0),
а если M — множество существования, то справедливы неравенства
λM(δ) ≤ uM(δ)
при 0 ≤ δ < λM(δ);
max{λM(0+), λM(0)} ≤ uM(0).
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Следующая теорема 1 является обобщением теоремы 1 Л. П. Власова
[38] и леммы 2 А. В. Маринова [62].
Теорема 1 [s12]. Пусть в полном геодезическом пространстве X,
через каждые две различные точки которого можно провести един-
ственную прямую, каждый замкнутый шар выпуклый, M ∈ Σ(X) и
кроме того, выполняется одно из следующих условий.
(i) МножествоM — P -связно и оператор PM непрерывен в слабом
смысле.
(ii) Для каждого x ∈ X
lim
δ→0+
λ(P (x,M, δ)) = 0.
Тогда множество M —
◦
B-связно.
Доказательство теоремы 1.
Доказательство пункта (i) аналогично доказательству теоремы 1 Л.
П. Власова [38]. Отличие состоит в содержании понятия деления от-
резка в данном отношении, в своевременном упоминании условия вы-
пуклости каждого замкнутого шара и обозначениях. Пусть, напротив,
найдется такой открытый шар B0 = B(x,R0), что множество M ∩ B0
— несвязно. Значит,
M ∩ B0 = A ∪ C,
где A, C непустые, замкнутые в B0 и непересекающиеся множества.
Выберем R1 так, чтобы
max{|xA|, |xC|} < R1 < R0.
Тогда замкнутый шар B1 = B[x,R1] обладает тем свойством, что мно-
жество B1 ∩M распадается на непустые, замкнутые и непересекающи-
еся множества
A ∩ B1, C ∩ B1.
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Покажем, что найдется замкнутый шар
B = B[y, r] ⊂ B0
такой, что
|(B ∩ A)(B ∩ C)| > 0.
Допустим, что это не так. Пусть Ri > 0 при i ≥ 2 такие, что
∞∑
i=2
Ri < R0 − R1.
Построим последовательность замкнутых шаров (Bn)n∈N индуктивно.
Шар B1 уже построен. Пусть
Bn ∩ A 6= ∅, Bn ∩ C 6= ∅
и радиус Bn равен Rn. Тогда, по предположению
|(Bn ∩ A)(Bn ∩ C)| = 0.
Значит, найдутся точки
an ∈ Bn ∩ A, cn ∈ Bn ∩ C
такие, что
|ancn| < 2Rn+1.
В качестве Bn+1 возьмем шар B[qn+1, Rn+1], где
qn+1 = ω1/2(an, cn).
Из условия выпуклости каждого замкнутого шара и неравенства тре-
угольника следует, что для каждого n ∈ N
|qnqn+p| ≤ |qnqn+1|+ . . .+ |qn+p−1qn+p| ≤
n+p−1∑
k=n
Rk → 0
при p → ∞, n → ∞. Значит, (qn)n∈N — фундаментальная последова-
тельность и найдется такая точка q ∈ X, что
lim
n→∞ qn = q.
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Кроме того, x = q1 и
|xq| = |q1q| ≤ |q1qn|+ |qnq| ≤
n−1∑
k=1
|qkqk+1|+ |qnq| ≤
∞∑
k=1
Rk + |qnq|.
Но ∞∑
k=1
Rk < R0, lim
n→∞
|qnq| = 0.
Следовательно, q ∈ B0. Кроме того,
lim
n→∞
Rn = 0.
Значит,
lim
n→∞
an = q, lim
n→∞
cn = q
и q ∈ A ∩ C ∩ B0. Получили противоречие. Таким образом, вышеука-
занный шар существует. Тогда
B ∩M = A′ ∪ C ′,
где
A′ = A ∩B, C ′ = C ∩B
— непустые замкнутые множества такие, что |A′C ′| > 0.
(i) Следовательно,
PM(y) ⊂ A′ ∪ C ′.
Пусть, для определенности, PM (y) ⊂ A′. Тогда PM(y) 6⊂ C ′, поскольку
|A′C ′| > 0 и множество PM(y) связно. Пусть c ∈ C ′. Тогда
PM(ωλ(y, c)) ⊂ B
при 0 ≤ λ ≤ 1, поскольку
|ωλ(y, c)M | ≤ |ωλ(y, c)c| ≤ R − |yωλ(y, c)| = |ωλ(y, c)(X\B)|.
Значит,
PM(ωλ(y, c)) ⊂ A′ ∪ C ′.
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Выберем
λ0 = sup{λ : 0 ≤ λ ≤ 1, PM(ωλ(y, c)) ⊂ A′}.
Пусть последовательность (λn)n∈N такая, что
lim
n→∞
λn = λ0
и для каждого n ∈ N справедливо неравенство λn > λ0. Тогда
PM(ωλn(y, c)) ⊂ C ′, lim
n→∞
ωλn(y, c) = ωλ0(y, c),
lim
n→∞
|PM (ωλn(y, c))PM(ωλ0(y, c))| = 0.
Следовательно,
|A′PM(ωλ0(y, c)| = 0.
Но возможны только два случая:
PM(ωλ0(y, c)) ⊂ A′
или
PM(ωλ0(y, c)) ⊂ C ′.
Следовательно, |A′C ′| = 0. Получили противоречие.
(ii) Если множество M не является
◦
B-связным, то, как было дока-
зано выше, найдутся x ∈ X и δ > 0 такие, что
P (x,M, δ) = A′ ∪ C ′, |A′C ′| > 0, max{|xA′|, |xC ′|} < |xM | + δ.
Нетрудно заметить, что в случае, когда |xA′| = |xC ′|, верно неравенство
|A′C ′| ≤ λ(P (x,M, δ))
при δ > 0. Но это приводит к противоречию с условием (ii). Для завер-
шения доказательства осталось привести случай, когда |xA′| < |xC ′| к
предыдущему случаю. Пусть
0 < 2t < |xM | + δ − |xC ′|, y ∈ P (x, C ′, t).
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Найдется такая точка v ∈ [x, y], что |vA′| = |vC ′|, поскольку непре-
рывная функция f(z) = |zA′| − |zC ′| меняет знак на сегменте [x, y].
Тогда
|xv| = |xy| − |vy| ≤ |xC ′|+ t− |vC ′|
и B[v, |vC ′|+ t] ⊂ B[x, |xM |+ δ]. Следовательно,
P (v,M, t) ⊂ A′ ∪ C ′, |A′C ′| ≤ λ(P (v,M, t)).
Вместе с условием (ii) это приводит к противоречию. Теорема 1 дока-
зана.
Следующая теорема 2 является обобщением теоремы 4.2 Л. П. Вла-
сова [37].
Теорема 2 [s12]. Пусть в полном геодезическом пространстве X,
через каждые две различные точки которого можно провести един-
ственную прямую, выполнены условия (A5), (A6), (A
′
7), (A9), M —
P -связное множество. Тогда M — B-связное множество.
Доказательство теоремы 2
Доказательство нетрудно получить из доказательства теоремы 4.2 Л.
П. Власова [37] заменой ссылок на лемму 1.1 и теорему 1.1 С. Б. Стеч-
кина [37] на их обобщения: лемму 2.4.2 и теорему 2.4.2 соответственно,
а также заменой обозначений.
Следующая лемма 1 является обобщением леммы 3 А. В. Маринова
[62].
Лемма 1 [s12]. Пусть в полном геодезическом пространстве X,
через каждые две различные точки которого можно провести един-
ственную прямую, выполнены условия (A5), (A6), (A
′
7), (A9), M —
замкнутое множество. Тогда следующие утверждения эквивалент-
ны.
(i) Множество M —
◦
B-связно.
137
(ii) P (x,M, δ) — связно для каждого x ∈ X и каждого δ > 0.
(iii) Для каждого δ > 0
λM(δ) = 0.
(iv) Для каждого x ∈ X
lim
δ→0+
λ(P (x,M, δ)) = 0.
Доказательство леммы 1.
Импликации (ii)⇒ (iii)⇒ (iv) очевидны.
Импликация (iv)⇒ (i) доказана в пункте (ii) теоремы 1.
Импликация (i) ⇒ (ii) отличается от доказательства в лемме 3 А.
В. Маринова [62] только тем, что ссылка на доказательство теоремы
4.2 Л. П. Власова должна быть заменена ссылкой на видоизмененное
доказательство согласно указанию в доказательстве теоремы 2.
Следующая лемма 2 является обобщением неравенства (3) А. В. Ма-
ринова [62].
Лемма 2 [s12]. Пусть X геодезическое пространство, через каж-
дые две различные точки которого можно провести единственную
прямую. Тогда для каждой точки
(x,M, δ) ⊂ X × Σ(X)× R+,
где δ > 0, выполняется неравенство
ω¯(t) < ωˆ(t) + t
при 0 < t < δ.
Доказательство леммы 2.
Поставим в соответствие каждой точке z ∈ P (x,M, t) точку
v(z) = S(x, |xM |+ t) ∩ {ωl(x, z) : l ≥ 0}.
138
Положим
W = {v(z) : z ∈ P (x,M, t)} ∪ (M\P (x,M, t)).
Тогда
α(M,W ) = β(P (x,M, t+ δ), P (x,W, δ)) = t.
Следовательно,
β(P (x,M, t+ δ), P (x,M, δ)) ≤ β(P (x,M, t+ δ), P (x,W, δ))+
β(P (x,W, δ), P (x,M, δ)) ≤ t+ ωˆ(t).
Положим теперь
W1 = {ωl(x, z) : z ∈ P (x,M, δ)\P (x,M, δ − t), l|xz| = |xz|+ t},
K = [M\(P (x,M, δ)\P (x,M, δ − t))] ∪W1.
Тогда
W1 ∩ P (x,M, δ) = ∅, P (x,K, δ) = P (x,M, δ − t), α(M,K) ≤ t.
Отсюда получим
β(P (x,M, δ), P (x,M, δ− t)) ≤ β(P (x,M, δ), P (x,K, δ))+
β(P (x,K, δ), P (x,M, δ− t)) = β(P (x,M, δ), P (x,K, δ)) ≤ ωˆ(t).
Лемма 2 доказана.
Замечание 1. Из леммы 2 и неравенства (2) А. В. Маринова [62]:
Ω(t) ≤ ω¯(t) + t
для (x,M, δ) ⊂ X × Σ(X) × R+, где δ > 0, в геодезическом простран-
стве X, через каждые две различные точки которого можно прове-
сти единственную прямую, следуют соотношения, аналогичные со-
отношениям (4) в [62]
uM(δ) ≤ uˆM(δ) = u¯M(δ) = UM(δ)
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для каждого δ > 0.
Следующая теорема 3 является обобщением теоремы 2 А. В. Мари-
нова [62].
Теорема 3 [s12]. Пусть в геодезическом пространстве X, через
каждые две различные точки которого можно провести единствен-
ную прямую, выполнены условия (A5), (A6), (A
′
7), (A9),M ∈ Σ(X), δ >
0. Тогда
UM(δ) ≤ λ(P (x,M, δ − 0)).
Доказательство теоремы 3
Доказательство нетрудно получить из доказательства теоремы 2 А.
В. Маринова [62] заменой ссылки на лемму 4 в [62] ссылкой на более
общую лемму 2.4.2 данной работы и заменой обозначений.
Следующая теорема 4 является обобщением теоремы 4 А. В. Мари-
нова [62].
Теорема 4 [s12]. Пусть в геодезическом пространстве X, через
каждые две различные точки которого можно провести единствен-
ную прямую, выполнены условия (A5), (A6), (A
′
7), (A9), M ∈ Σ(X).
Тогда нижеследующие условия (a− e) эквивалентны. Если же, кроме
того, M замкнутое множество и X полное пространство, то усло-
вия (a− h) эквивалентны.
(a) UM(δ) = 0 для каждого δ > 0.
(b) lim
δ→0+
UM(δ) = 0.
(c) uM(δ) = 0 для каждого δ > 0.
(d) lim
δ→0+
uM(δ) = 0.
(e) λM(δ) = 0 для каждого δ > 0.
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(f) lim
δ→0+
λ(P (x,M, δ)) = 0 для каждого x ∈ X.
(g) M —
◦
B-связное множество.
(h) P (x,M, δ) — связное множество для каждого δ > 0 и для
каждого x ∈ X.
Доказательство теоремы 4.
Из предложения 1 и теоремы 3 следует справедливость импликаций
(d) ⇒ (e) ⇒ (a). Но из первых четырех условий первое самое силь-
ное, а последнее самое слабое. Значит, условия (a − e) эквивалентны.
Эквивалентность условий (e− h) при дополнительном предположении
полноты пространства X и замкнутости множества M следует теперь
из теоремы 3.
Из теорем 2, 3 получаем
Следствие 1 [s12]. Пусть в полном геодезическом пространстве
X, через каждые две различные точки которого можно провести
единственную прямую, выполнены условия (A5), (A6), (A
′
7), (A9),M —
чебышевское множество. Тогда оператор P метрического δ-проектиро-
вания на множество M непрерывен по совокупности переменных, то
есть для каждого δ > 0
UM(δ) = 0.
Из предложения 1 и теоремы 3 получаем
Следствие 2 [s12]. Пусть в геодезическом пространстве X, через
каждые две различные точки которого можно провести единствен-
ную прямую, выполнены условия (A5), (A6), (A
′
7), (A9), M — множе-
ство существования и оператор PM метрического проектирования на
множество M непрерывен по Хаусдорфу, то есть uM(0) = 0. Тогда
для каждого δ > 0
UM(δ) = 0.
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2.6 Непрерывность метрической δ-проекции на вы-
пуклое множество в геодезическом пространстве
Пусть метрическое пространство (X, ρ) с выделенным семейством S
сегментов, называемых хордами, является U -множеством, удовлетво-
ряющем следующему условию (C).
(C) Для всех p, x, y ∈ X справедливо неравенство
2|pω1/2(x, y)| ≤ |px|+ |py|,
где ω1/2(x, y) — середина хорды [x, y] с концами x, y.
Известно (см. [27, с. 63], [25, с. 304]), что в прямых хордовых про-
странствах неположительной кривизны это условие выполнено. Анало-
гичные локальные условия налагались на метрическое пространство в
[1].
Приведем два элементарных свойства в U -множестве X, удовлетво-
ряющем условию (C).
1. Для каждого λ ∈ [0, 1] и для всех точек p, x, y из U -множества
X, удовлетворяющего условию (C), справедливо неравенство
|pωλ(x, y)| ≤ (1− λ)|px|+ λ|py|, (1)
где точка ωλ(x, y) ∈ [x, y] такая, что
|xωλ(x, y)| = λ|xy|.
2. Каждый замкнутый (открытый) шар U -множестваX, удовлетво-
ряющего условию (C), является выпуклым множеством.
В дальнейшем используем следующее обозначение
β(P (x,M, δ ± 0), F ) = lim
t→0+
β(P (x,M, δ ± t), F ),
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где F, M ∈ Σ(X) [61], причем бесконечные значения для отклонения
и расстояния по Хаусдорфу между непустыми множествами из X не
исключаются. Нам также понадобится следующая лемма 1 из [61].
Лемма 1 [61]. Пусть (X, ρ) метрическое пространство,
x, y ∈ X, F, M, W ∈ Σ(X), δ ≥ 0.
Тогда
β(P (y,W, δ), F ) ≤ β(W,M) + β(P (x,M, δ1 + 0), F ),
β(F, P (y,W, δ)) ≤ β(M,W ) + β(F, P (x,M, δ2 − 0)),
где
δ1 = δ + |xy|+ |yW |+ β(W,M)− |xM |,
δ2 = δ + |yW | − |xy| − |xM | − β(M,W ).
Причем предполагается, что δ2 > 0.
Следующая лемма обобщает леммы 6, 7, 8 из [63].
Лемма 2 [s13]. Пусть M выпуклое подмножество U -множества
X, удовлетворяющего условию (C),
x ∈ X, 0 < t < ε < δ, 0 < ε′ < δ′, ε′ ≤ ε, δ′ ≤ δ,
(t ≥ 0 при PM(x) 6= ∅), F ⊂ P (x,M, δ), G ⊂ P (x,M, t).
Тогда имеют место следующие неравенства.
(a)
β(F, P (x,M, ε))
δ − ε ≤
β(F, P (x,M, t))
δ − t ;
(b)
β(P (x,M, δ), G)
δ − t ≤
β(P (x,M, ε), G)
ε− t ;
(c)
β(P (x,M, δ), P (x,M, ε))
δ − ε ≤
β(P (x,M, δ′), P (x,M, ε′))
δ′ − ε′ .
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Доказательство леммы 2.
(a) Пусть
β(F, P (x,M, ε)) > 0
и число s > 0 достаточно мало. Выберем точку z ∈ F\P (x,M, ε) так,
что
|zP (x,M, ε)| ≥ β(F, P (x,M, ε))− s. (3)
Затем выберем точку p ∈ P (x,M, t) так, что
|zp| ≤ |zP (x,M, t)|+ s. (4)
Введем обозначения
a = [x, z]∩S(x, |xM |+t), b = [x, z]∩S(x, |xM |+ε), c = [p, z]∩S(x, |xM |+ε).
Из (3) следует, что
|zc| ≥ β(F, P (x,M, ε))− s. (5)
А из (1) следует неравенство
|xc| ≤ |px| |cz||pz| + |xz|
|cp|
|pz| .
Но |xc| = |xb| = |xz| − |bz|, |ax| ≥ |xp|, |pc| = |pz| − |cz|. Поэтому
|xz| − |bz| ≤ |ax| |cz||pz| + |xz|
|pz| − |cz|
|pz| .
Откуда следует, что
|cz| ≤ |pz| |bz||az| .
Кроме того, δ − t > δ − ε и величина
τ = δ − ε− |bz| = δ − t− |az|
неотрицательная. Следовательно,
|cz| ≤ |pz| |bz||az| ≤ |pz|
δ − ε− τ
δ − t− τ ≤ |pz|
δ − ε
δ − t .
144
Из этих неравенств, а также из (4), (5) следует
β(F, P (x,M, ε))− s ≤ cz ≤ (|zP (x,M, t)|+ s)δ − ε
δ − t ≤
(β(F, P (x,M, t)) + s)
δ − ε
δ − t
Переходя к пределу при s→ 0+, получим неравенство (a).
(b) Пусть β(P (x,M, δ), G) > 0 и число s > 0 достаточно мало.
Выберем точку
z ∈ P (x,M, δ)\G
так, что
|zG| ≥ β(P (x,M, δ), G)− s. (6)
Затем выберем точку p ∈ G так, что
|zp| ≤ |zG| + s. (7)
Тогда
β(P (x,M, δ), G)− s ≤ |zp| ≤ β(P (x,M, δ), G) + s. (8)
Если для каждого достаточно малого s точка z принадлежит P (x,M, ε),
то
β(P (x,M, δ), G) = β(P (x,M, ε), G)
и имеет место неравенство (b). Предположим, что
z ∈ P (x,M, δ)\P (x,M, ε)
и введем обозначения
b = [x, z] ∩ S(x, |xM |+ ε), c = [p, z] ∩ S(x, |xM |+ ε). (9)
Из (1) следует, что
|xc| ≤ |px| |cz||pz|+|xz|
|cp|
|pz| = |px|
|pz| − |pc|
|pz| +|xz|
|cp|
|pz| = |px|+|pc|
|xz| − |px|
|pz| .
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Но |xc| = |xb|. Следовательно,
|pz| ≤ |pc||xz| − |xp||xb| − |px| ≤ |pc|
δ − t
ε− t. (10)
Кроме того, из (7) и (9) следует, что
|cp| = |pz|−|cz| ≤ |zG|+s−|cz| ≤ |cG|+s ≤ β(P (x,M, ε), G)+s. (11)
Тогда из (8), (10), (11) получим
β(P (x,M, δ), G)− s ≤ |zp| ≤ |pc|δ − t
ε− t ≤ (β(P (x,M, δ), G) + s)
δ − t
ε− t.
Переходя к пределу при s→ 0+, получим неравенство (b).
(c) Достаточно применить (b) при
G = P (x,M, ε′), t = ε′, ε = δ′,
а затем (a) при F = P (x,M, δ). Лемма 2 доказана.
Следствие 1 [s13].ПустьM выпуклое подмножество U -множества
X, удовлетворяющего условию (C), x ∈ X. Тогда имеют место сле-
дующие неравенства.
(a)
β(P (x,M, δ), P (x,M, 0+))
δ
≤ β(P (x,M, δ
′), P (x,M, 0+))
δ′
,
где δ > δ′ > 0;
(b) β(P (x,M, δ), P (x,M, ε)) ≤ β(P (x,M, δ), P (x,M, 0+))
δ
(δ − ε),
где δ ≥ ε > 0;
(c) α(P (x,M, δ), P (x,M, ε)) ≤ β(P (x,M, µ), P (x,M, 0+))
µ
|δ − ε| ≤
β(P (x,M, δ), P (x,M, 0+))
δ
|δ − ε|,
где δ > 0, µ = max{δ, ε};
(d) β(P (x,M, δ), P (x,M, ε)) ≤ (2|xM |
δ
+ 1)(δ − ε),
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где δ ≥ ε ≥ 0. При PM(x) 6= ∅ выражение P (x,M, 0+) в этих неравен-
ствах можно заменить на PM (x).
Доказательство следствия 1.
(a) Достаточно в неравенстве (c) леммы 2 перейти к пределам при
ε′ → 0, ε→ 0.
(b) В том же неравенстве нужно положить δ′ = δ и перейти к пре-
делу при ε′ → 0.
(c) Следует из (b).
(d) Следует из (b) и простого неравенства
β(P (x,M, δ), P (x,M, 0+)) ≤ 2|xM |+ δ
[63, (3.10)]. Следствие 1 доказано.
Следующая лемма 3 является обобщением леммы 5 из [63] и имеет
аналогичное доказательство, если использовать утверждение (a) леммы
2.
Лемма 3 [s13]. Пусть M выпуклое подмножество U -множества
X, удовлетворяющего условию (C),
x ∈ X, δ > 0, F ∈ Σ(X).
Тогда имеют место следующие четыре равенства.
β(P (x,M, δ ± 0), F ) = β(P (x,M, δ), F ),
β(F, P (x,M, δ ± 0)) = β(F, P (x,M, δ)).
Следующая лемма аналогична лемме 10 из [63].
Лемма 4 [s13]. Пусть M выпуклое подмножество U -множества
X, удовлетворяющего условию (C),
x, y ∈ X, δ ≥ 0, ε ≥ 0, W ∈ Σ(X),
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µ = max{ε, δ}, λ = µ+ 2|xy|+ 2α(M,W ).
Тогда
(a) при λ > 0 верно неравенство
β(P (y,W, δ), P (x,M, ε)) ≤ β(W,M)+
β(P (x,M, λ), P (x,M, 0+))
λ
(|ε− δ|+ 2|xy|+ 2α(M,W ));
(b) при
|ε− δ|+ 2|xy|+ 2α(M,W ) < µ
верно неравенство
α(P (y,W, δ), P (x,M, ε)) ≤ α(W,M)+
β(P (x,M, µ), P (x,M, 0+))
µ
(|ε− δ|+ 2|xy|+ 2α(M,W )).
Доказательство леммы 4.
(a) Из простых оценок [61, (1.5)] получим
δ1 = δ + |xy|+ |yW |+ β(W,M)− |xM | ≤ δ + 2|xy|+ 2α(M,W ) ≤ λ.
Тогда из лемм 1, 3 и утверждения (b) следствия 1 получим.
β(P (y,W, δ), P (x,M, ε)) ≤ β(W,M) + β(P (x,M, λ), P (x,M, ε)) ≤
β(W,M) +
β(P (x,M, λ), P (x,M, 0+))
λ
(λ− ε) ≤ β(W,M)+
β(P (x,M, λ), P (x,M, 0+))
λ
(|ε− δ|+ 2|xy|+ 2α(M,W )).
(b) Из простых оценок ([61], (1.5)) получим
|µ−δ2| = |µ−δ−|yW |+|xy|+|xM |+β(M,W )| ≤ |µ−δ|+2|xy|+2α(M,W ) ≤
|ε− δ|+ 2|xy|+ 2α(M,W ) < µ.
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Следовательно, δ2 > 0 и можно применить леммы 1, 3 и утверждение
(b) следствия 1.
β(P (x,M, ε), P (y,W, δ)) ≤ β(M,W ) + β(P (x,M, ε), P (x,M, δ2− 0)) ≤
β(M,W ) + β(P (x,M, µ), P (x,M, δ2)) ≤ β(M,W )+
β(P (x,M, µ), P (x,M, 0+))
µ
(|ε− δ|+ 2|xy|+ 2α(M,W )).
Лемма 4 доказана.
Следующая теорема обобщает теорему 4 из [63].
Теорема 1 [s13].ПустьM — выпуклое подмножество U -множества
X, удовлетворяющего условию (C),
x, y ∈ X, W ∈ Σ(X), µ = max{ε, δ} > 0.
Тогда верно неравенство
α(P (y,W, δ), P (x,M, ε)) ≤ α(W,M)+(
2|xM |
µ
+ 2
)
(|ε− δ|+ 2|xy|+ 2α(M,W )).
Доказательство теоремы 1.
Из утверждения (a) леммы 4 и утверждения (d) следствия 1 получим
β(P (y,W, δ), P (x,M, ε)) ≤ β(W,M)+β(P (x,M, λ), P (x,M, 0+))
λ
(|ε−δ|+
2|xy|+2α(M,W )) ≤ α(W,M)+
(
2|xM |
µ
+ 1
)
(|ε−δ|+2|xy|+2α(M,W )).
А при
|ε− δ|+ 2|xy|+ 2α(M,W ) < µ
из утверждения (a) леммы 4 и утверждения (d) следствия 1 получим
α(P (y,W, δ), P (x,M, ε)) ≤ α(W,M)+
149
(
2|xM |
µ
+ 1
)
(|ε− δ|+ 2|xy|+ 2α(M,W )).
Пусть теперь
|ε− δ|+ 2|xy|+ 2α(M,W ) ≥ µ.
Тогда
β(P (x,M, ε), P (y,W, δ)) ≤ β(P (x,M, ε), x) + |xy|+ |yP (y,W, δ)| ≤
|xM | + ε+ |xy|+ |yW | ≤ 2|xM |+ ||xM | − |yW ||+ ε+ |xy| ≤
2|xM |+2|xy|+α(M,W )+ε ≤ 2|xM |+µ+ |ε− δ|+2|xy|+2α(M,W ) ≤(
2|xM |
µ
+ 2
)
(|ε− δ|+ 2|xy|+ 2α(M,W )).
Из полученных неравенств следует теорема 1.
Следующая теорема аналогична теореме 5 из [63].
Теорема 2 [s13].ПустьM ,W — выпуклые подмножества U -множества
X, удовлетворяющего условию (C),
x, y ∈ X, λ = max{ε, δ}+ 2|xy|+ 2α(M,W ).
Тогда при λ > 0 выполняется неравенство
α(P (y,W, δ), P (x,M, ε)) ≤ α(W,M)+(
2min{|xM |, |yW |}
λ
+ 1
)
(|ε− δ|+ 2|xy|+ 2α(M,W )) (2).
Доказательство теоремы 2.
Обозначим правую часть в (2) через A. Рассмотрим три случая для
оценки выражения
β(P (y,W, δ), P (x,M, ε)).
1. δ1 = δ + |xy|+ |yW |+ β(N,M)− |xM | = 0.
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Тогда из неравенства
|xM | − |yW | ≤ |xy|+ β(W,M)
следует, что δ = 0. Из леммы 1 получим
β(P (y,W, δ), P (x,M, ε)) ≤ β(W,M) + β(P (x,M, 0+), P (x,M, ε)) ≤
β(W,M) + 2|xM | ≤ β(W,M) + 2min{|xM |, |yW |}+ 2||xM | − |yW || ≤
β(W,M) + 2min{|xM |, |yW |}+ 2|xy|+ 2α(M,W ) ≤ A.
2. 0 < δ1 ≤ ε.
Тогда из лемм 1, 3 получим
β(P (y,W, δ), P (x,M, ε)) ≤ β(W,M) ≤ A.
3. δ1 > ε.
Сначала получим простые неравенства
δ1 < λ, 2|xM |+ δ1 = δ + |xy|+ 2min{|xM |, |yW |}+ ||xM | − |yW ||+
β(W,M) ≤ µ+ 2|xy|+ 2min{|xM |, |yW |}+ 2α(M,W ) ≤
λ+ 2min{|xM |, |yW |}, δ1 − ε
δ1
≤ λ− ε
λ
.
Используя эти неравенства, а также лемму 1 и утверждение (d) след-
ствия 1, получим
β(P (y,W, δ), P (x,M, ε)) ≤ β(W,M) + β(P (x,M, δ1), P (x,M, ε)) ≤
β(W,M) + (2|xM |+ δ1)δ1 − ε
δ1
≤
β(W,M) + (2min{|xM |, |yW |}+ λ)λ− ε
λ
≤ A.
Осталось использовать симметричность правой части неравенства. Та-
ким образом, теорема 2 доказана.
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2.7 Наилучшие N-сети ограниченных замкнутых вы-
пуклых множеств в геодезическом пространстве
Рассмотрим метрическое пространство (X, ρ) и примем следующие обо-
значения и определения.
Радиусом покрытия множества M ∈ B(X) N -сетью S ∈ ΣN(X)
называется число β(M,S) [39].
При Σ = ΣN(X) используем обозначение
RN(M) = inf{β(M,S) : S ∈ ΣN(X)}
для наименьшего радиуса покрытия множества M ∈ B(X) N -сетями.
N -сеть S∗N называется наилучшей N -сетью множества M ∈ B(X)
[39], если
β(M,S∗N) = RN(M).
В частности, наилучшая 1-сеть множества M ∈ B(X) есть чебышев-
ский центр этого множества, а число R(M) = R1(M) — чебышевский
радиус этого множества [39].
co(M) — выпуклая оболочка множества M (т.е. пересечение всех
выпуклых множеств, содержащих множество M) [39].
Кроме того, будем использовать следующее условие (A10) в геодези-
ческом пространстве X.
(A10) Для каждого x ∈ X и для любой точки p из произвольного
сегмента [u, v] ⊂ X верно неравенство
|pP[u,v](x)| ≤ |px|.
Примером полного метрического пространства, в котором выполне-
ны условия (A4 − A10), является пространство Адамара [28, c. 390] (в
частности, гильбертово пространство и пространство Лобачевского).
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Лемма 1 [s14]. Пусть X — полное геодезическое пространство,
удовлетворяющее условиям (A4 − A7), (A10), W ∈ Σ(X), M — непу-
стое замкнутое ограниченное выпуклое множество в X. Тогда име-
ют место неравенства.
(i) Для каждого x ∈M
|xPM(W )| ≤ |xW |.
(ii) β(M,PM(W )) ≤ β(M,W ).
Доказательство леммы 1.
(i) Из теоремы 2.4.1 и условий леммы 1 следует, что оператор PM яв-
ляется однозначным и непрерывным в пространствеX. Выберем произ-
вольно x ∈M , y ∈W . Тогда найдется единственная точка y1 = PM(y).
В силу выпуклости множества M имеет место включение [x, y1] ⊂ M .
Тогда, используя условие (A10), получим, что
|xPM(y)| = |xP[x,y1](y)| ≤ |xy|.
Следовательно,
|xPM(W )| ≤ |xy| и |xPM(W )| ≤ |xW |.
(ii) Неравенство (ii) доказывается переходом к точной верхней гра-
ни по всем x ∈ M сначала в правой части неравенства (i), а затем в
левой части полученного неравенства. Лемма 1 доказана.
Следствие 1 [s14]. Пусть X — полное геодезическое пространство,
удовлетворяющее условиям (A4 − A7), (A10), Z — наилучшее аппрок-
симирующее множество из семейства Σ для непустого замкнутого
ограниченного выпуклого множества M ⊂ X и PM(Z) ∈ Σ. Тогда
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PM(Z) — наилучшее аппроксимирующее множество для множества
M .
Следующая лемма 2 обобщает теорему 2 из [40], теоремы 1, 2 из [12].
Лемма 2 ([s14], [s21]). Пусть X — полное геодезическое простран-
ство, удовлетворяющее условиям (A4 − A7), (A10), M ∈ B(X). Тогда
чебышевский центр множества M принадлежит замыканию выпук-
лой оболочки множества M , совпадает с чебышевскими центрами
замыкания выпуклой оболочки множества M и выпуклой оболочки
множества M .
Доказательство леммы 2.
Существование и единственность чебышевского центра Z(M) непу-
стого ограниченного множестваM следует из следствия 2.6.1, а из усло-
вий (A4), (A5) следует, что замкнутые шары пространстваX выпуклые.
Тогда
M ⊂ co(M) ⊂ co(M) ⊂ B[Z(M), R(M)]
Следовательно,
R(M) = R(co(M)) = R(co(M)).
Из следствия 1 и единственности чебышевского центра следует, что
Z(M) ⊂ co(M), Z(M) = Z(co(M)) = Z(co(M)).
Лемма 2 доказана.
Лемма 3 [s14]. Пусть X — полное геодезическое пространство,
удовлетворяющее условиям (A4 − A7), (A10), M — непустое ограни-
ченное замкнутое выпуклое множество пространства X, (Wn)n∈N —
последовательность непустых ограниченных замкнутых множеств
пространстваX, сходящаяся в метрике Хаусдорфа к некоторому ком-
пакту W ⊂ X. Тогда
lim
n→∞α(PM(Wn), PM(W )) = 0.
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Доказательство леммы 3.
Из теоремы 2.4.1 и условий леммы 3 следует, что M является ап-
проксимативно компактным, сильно чебышевским множеством. Кроме
того, в силу леммы 1 из [58] оператор PM является β-непрерывным на
компакте W ⊂ X, поэтому
lim
n→∞
β(PM(Wn), PM(W )) = 0.
Докажем, что
lim
n→∞ β(PM(W ), PM(Wn)) = 0
методом от противного. Пусть это утверждение неверно, тогда найдутся
константа c > 0 и подпоследовательность (Wm)m∈N последовательности
(Wn)n∈N такие, что для каждого m ∈ N
β(PM(W ), PM(Wm)) > c.
Следовательно, найдется такая последовательность (zm)m∈N в компакте
W , что для каждого m ∈ N
|PM(zm)PM(Wm)| > c.
Кроме того, найдется подпоследовательность (zk)k∈N последовательно-
сти (zm)m∈N, сходящаяся к некоторой точке z ∈ W , так как W — ком-
пакт. Но оператор PM является непрерывным, поэтому найдется такое
число k0 ∈ N, что для каждого k > k0
|PM (z)PM(Wk)| > c.
Из условия
lim
k→∞
α(Wk,W ) = 0
следует, что найдется сходящаяся к точке z последовательность (yk)k∈N
такая, что для каждого k > k0 yk ∈ Wk. Но тогда
lim
k→∞
|PM(z)PM(Wk)| ≤ lim
k→∞
|PM(z)PM(yk)| = 0.
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Получили противоречие. Таким образом, лемма 3 доказана.
Лемма 4 [s14]. Пусть геодезическое пространство X удовлетворя-
ет условиям (A3), (A4), B = B[p, r]. Тогда отображение PB является
липшицевым отображением с липшицевой константой Lip(P ) ≤ 2.
Если, кроме того, выполняется условия (A6), (A7), (A10), то Lip(P ) =
1.
Доказательство леммы 4.
Из условий (A3), (A4) нетрудно получить неравенство:
|ωλ(p, x)ωλ(p, y)| ≤ λ|xy|
для любых
0 ≤ λ ≤ 1; x, y, p ∈ X.
Очевидно, что для любых x, y ∈ B
|PB(x)PB(y)| = |xy|.
Докажем, что для любых x, y ∈ X
|PB(x)PB(y)| ≤ 2|xy|.
Пусть для определенности
|py| > r, 0 < |px| ≤ |py|.
Если |px| ≤ r, то
|PB(x)PB(y)| ≤ |xy|+ |yPB(y)| ≤ 2|xy|.
Если |px| > r, то
|PB(x)PB(y)| = |ωλ(p, x)ωλ(p, z)|,
где точка z ∈ [p, y] такая, что
|pz| = |px| и λ = r|px| < 1.
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Тогда
|ωλ(p, x)ωλ(p, z)| ≤ λ|xz| ≤ |xy|+ |yz| ≤ 2|xy|.
Докажем второе утверждение. Пусть для определенности
|py| > r, 0 < |px| ≤ |py|.
Если |px| ≤ r, то необходимое неравенство следует из неравенства (i)
леммы 1. Если |px| > r, то
|ωλ(p, x)ωλ(p, y)| ≤ λ|xy| < |xy|,
где
λ =
r
|px| < 1.
Но ωλ(p, x) = PB(x) и
|pωλ(p, y)| ≥ r.
Следовательно, в силу неравенства (i) леммы 1 получим
|PB(x)PB(y)| ≤ |ωλ(p, x)ωλ(p, y)| ≤ λ|xy| < |xy|.
Лемма 4 доказана.
Теорема 1 [s14]. Пусть (Mn)n∈N — последовательность непустых
ограниченных замкнутых множеств пространства (X, ρ). Тогда вер-
ны следующие утверждения.
(i) Если
M ∈ Σ, lim
n→∞
α(Mn,M) = 0, (Kn)n∈N ⊂ Σ
— последовательность наилучших аппроксимирующих множеств для
последовательности (Mn)n∈N такая, что для каждого натурального
n Kn ⊂Mn, то
lim
n→∞
α(Kn,M) = 0.
(ii) Если M — компакт в X,
lim
n→∞α(Mn,M) = 0, (S
n)n∈N
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— последовательность наилучших N -сетей для последовательности
(Mn)n∈N такая, что для каждого натурального n Sn ⊂ Mn, то най-
дется подпоследовательность последовательности (Sn)n∈N, сходяща-
яся в метрике Хаусдорфа к некоторой наилучшей N -сети множества
M .
Непосредственое следствие 2 из следствия 1 и теоремы 1 обобщает
теорему 3 из [11].
Следствие 2 [s14]. Пусть X — полное геодезическое простран-
ство, удовлетворяющее условиям (A4 − A7), (A10), (Mn)n∈N — после-
довательность непустых ограниченных замкнутых выпуклых мно-
жеств пространства X, сходящаяся в метрике Хаусдорфа к неко-
торому компакту M ⊂ X. Тогда верны следующие утверждения.
(i) Если (Kn)n∈N — последовательность наилучших аппроксимиру-
ющих компактов для последовательности (Mn)n∈N, то найдется под-
последовательность (Mm)m∈N последовательности (Mn)n∈N, для ко-
торой найдется последовательность (Kˆm)m∈N наилучших аппрокси-
мирующих компактов, сходящаяся в метрике Хаусдорфа к множе-
ству M .
(ii) Если (Sn)n∈N — последовательность наилучших N -сетей для
последовательности (Mn)n∈N, то найдется подпоследовательность
(Mm)m∈N последовательности (Mn)n∈N, для которой найдется после-
довательность (Sˆm)m∈N наилучших N -сетей, сходящаяся в метрике
Хаусдорфа к некоторой наилучшей N -сети множества M .
Доказательство теоремы 1.
(i) Из условий теоремы 1 и утверждения (iv) теоремы 2.1.1 нетрудно
получить:
β(Kn,M) ≤ β(Mn,M) ≤ α(Mn,M),
β(M,Kn) ≤ β(M,Mn)+β(Mn, Kn) = β(M,Mn)+RΣ(Mn) ≤ 2α(M,Mn)
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для каждого n ∈ N. Следовательно,
lim
n→∞
α(Kn,M) = 0.
(ii) Из условий теоремы 1 следует, что найдется такая подпоследо-
вательность
(Sm = {ym1 , . . . ymN})m∈N
последовательности (Sn)n∈N, что существуют пределы
y∗i = lim
m→∞
ymi (1 ≤ i ≤ N).
Пусть
S∗ = {y∗1, . . . y∗N}.
Тогда для каждого m ∈ N справедливы неравенства:
β(M,S∗) ≤ β(M,Mm) + β(Mm, Sm) + β(Sm, S∗) ≤
α(M,Mm) +RN(Mm) + β(S
m, S∗).
Из условия теоремы, утверждения (iv) теоремы 2.1.1 и определения N -
сети S∗ следует, что правая часть полученного неравенства стремится
к RN(M) при (m → ∞). Следовательно, S∗N является наилучшей N -
сетью для множества M . Теорема 1 доказана.
2.8 Наилучшая N-сеть и наилучшее сечение огра-
ниченного множества в бесконечномерном про-
странстве Лобачевского
Рассмотрим в вещественном гильбертовом пространстве V открытый
шар B(0, 1) единичного радиуса, с центром в нуле и зададим в множе-
стве X = B(0, 1) метрику ρ модели Бельтрами – Клейна бесконечно-
мерного пространства Лобачевского [66, с. 48]:
|xy| = kArch
(
1− (x, y)
((1− x2)(1− y2))1/2
)
, (1)
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где (x,y) — скалярное произведение векторов x, y из X, k > 0 — кон-
станта. Напомним следующие определения.
Наилучшим N -мерным сечением множества M ∈ Σ(X) называется
N -мерная плоскость H∗ пространства X, для которой
β(M,H∗) = inf
H⊂X
β(M,H) <∞, (2)
где точная нижняя грань берется по всевозможным N -плоскостям про-
странства X [39].
Пусть X — метрическое пространство, в котором любое множество
M ∈ B(X) имеет единственный чебышевский центр Z(M). Чебышев-
ский центр Z(M) множества M ∈ B(X) называется сильно устойчи-
вым [11], если для каждой последовательности непустых ограниченных
множеств (Mn)n∈N, сходящейся в метрике Хаусдорфа к множеству M
lim
n→∞ |Z(Mn)Z(M)| = 0.
Теорема 1 [s8]. Для каждого непустого ограниченного множества
M пространства Лобачевского X и каждого натурального N суще-
ствует наилучшая N -сеть.
Доказательство теоремы 1.
Пусть (εl)l∈N — последовательность положительных вещественных
чисел, сходящаяся к нулю. Тогда для каждого l ∈ N найдется такая
N -сеть
Sl = {yl1, . . . , ylN},
что
β(M,Sl) ≤ RN(M) + εl. (3)
Можно считать, что для каждого l ∈ N N -сеть Sl принадлежит неко-
торому ограниченному замкнутому множеству P в пространстве X.
Действительно, пусть P — замыкание объединения множества всех тех
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шаров пространства X, центры которых принадлежат ограниченному
множеству M и радиусы которых равны:
1 +RN(M) + max{εl : l ∈ N}.
Для каждого l ∈ N N -сеть Sl можно изменить (при сохранении преж-
них обозначений ) следующим образом: элементы N -сети Sl, принадле-
жащие множествуX\P ( если такие найдутся ), заменяем на произволь-
ные элементы из множества P . Неравенство (3) при этом сохранится.
Нетрудно понять, что множество P ограничено и замкнуто в гильбер-
товом пространстве V и, следовательно, слабо компактно в нем. Пусть
u∗ = {y∗1, . . . , y∗N}
— N -сеть, составленная из N предельных точек последовательностей
(yl1)l∈N, . . . , (y
l
N)l∈N
в слабой топологии на множестве P . Покажем, что N -сеть u∗ наилуч-
шая. Допустим, что это не выполняется. Тогда найдутся такие x ∈ M
и c > 0, что для каждого n ∈ N
|xy∗n| > RN(M) + c. (4)
В силу (3) имеем:
|xylnl| ≤ RN(M) + εl, (5)
где nl = nl(x) принимает одно из значений 1, 2, . . . , N . В дальней-
шем, вместо двойного индекса nl (или nt) всюду пишем индекс n. Пусть
(ytn)t∈N — подпоследовательность последовательности (y
l
n)l∈N, слабо схо-
дящаяся к y∗n. Тогда существуют сходящиеся к нулю последовательно-
сти положительных вещественных чисел (δt)t∈N и (τt)t∈N, для которых,
начиная с некоторого t ∈ N, выполняются неравенства:
|(ytn − y∗n, x)| < τt, |(ytn, y∗n)− (y∗n)2| < δt||y∗n||,
(y∗n)
2 < (ytn, y
∗
n) + δt||y∗n|| ≤ ||ytn||||y∗n||+ δt||y∗n||, ||y∗n|| ≤ ||ytn||+ δt < 1.
(6)
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Используя эти неравенства, а также (1), (4) и (5), получим:
ch
(
RN(M) + c
k
)
<
1− (x, y∗n)
((1− x2)(1− (y∗n)2))1/2
≤ 1− (x, y
t
n) + τt
[(1− x2)(1− (y∗n)2)]1/2
≤
ch
(
RN(M) + εt
k
)
(1−(ytn)2)1/2(1−(|ytn|+δt)2)−1/2+τt((1−x2)(1−(y∗n)2))−1/2.
(7)
Очевидно, что правая часть этого неравенства стремится к
ch
(
RN(M)
k
)
при t→∞. Но
ch
(
RN(M) + c
k
)
> ch
(
RN(M)
k
)
при c > 0, RN(M) > 0, k > 0. Получили противоречие. Таким
образом, теорема 1 доказана.
Теорема 2 [s8]. Для каждого множества M пространства Лоба-
чевского X, для которого нижняя грань из (2) конечна (в частности,
для множества M ∈ B(X)), существует наилучшee N -мерное сече-
ние для каждого натурального N .
Доказательство теоремы 2.
Очевидно, что каждый элемент y произвольной N -плоскости HN
пространства X можно представить в виде:
y = y0 + a1y1 + . . .+ aNyN ,
где y0 — вектор, ортогональный N -плоскостиHN , определяющий точку
из HN (пишем: y0 ∈ HN),
{y1, . . . , yN}
— семейство из N ортонормированных векторов пространства V , орто-
гональных вектору y0 и
|am| < 1, где m ∈ {1, . . . , N}.
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Последнее неравенство следует из того, что y2 < 1. Пусть для множе-
ства M пространства X
r = inf
H⊂X
β(M,H) <∞,
где точная нижняя грань берется по всевозможным N -плоскостям про-
странства X. Рассмотрим последовательность N -мерных плоскостей
(Hn)n∈N такую, что
β(M,Hn) ≤ r + εn,
где (εn)n∈N — последовательность положительных вещественных чисел,
сходящаяся к нулю. Предположим, что
yn0 , y
n
1 , . . . , y
n
N
— элементы, введенные ранее для N -мерных плоскостей Hn (n ∈ N).
Пусть x произвольная точка из M и
ynx = y
n
0 + a
n
x,1y
n
1 + . . .+ a
n
x,Ny
n
N
— ближайший к точке x в метрике ρ элемент N -мерной плоскости Hn
(n ∈ N). Наделим замкутый шар B[0, 1] с центром в нуле, единичного
радиуса индуцированной слабой топологией гильбертова пространства
V , а отрезок Ix = [−1, 1] наделим индуцированной стандартной топо-
логией прямой. Тогда множество
Q = BN+1[0, 1]×
∏
{INx : x ∈M}
является компактным множеством в топологии произведения. Пусть
(un)n∈N — последовательность точек из множества Q, проекциями ко-
торых являются точки:
yn0 , y
n
1 , . . . , y
n
N ∈ B[0, 1]; anx,1, . . . , anx,N ∈ Ix,
где x ∈M , n ∈ N. И пусть точка u ∈ Q с проекциями:
y0, y1, . . . , yN ∈ B[0, 1]; ax,1, . . . , ax,N ∈ Ix,
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где x ∈ M , является предельной для последовательности (un)n∈N. До-
кажем, что N -мерная плоскость H∗, элементы которой имеют вид:
y = y0 + a1y1 + . . .+ aNyN ,
является наилучшим N -мерным сечением для M . Пусть x — произ-
вольная точка из M . Тогда
|xyx| ≤ r, (8)
где yx = y0 + ax,1y1 + . . .+ ax,NyN — ближайший к точке x элемент N -
мерной плоскостиH∗ в метрике ρ. Действительно, если это неравенство
не выполняется, то найдется такое число c > 0, что
|xyx| > r + c.
Очевидно, что для последовательности (ynx)n∈N найдется подпоследова-
тельность
(ytx = y
t
0 + a
t
x,1y
t
1 + . . .+ a
t
x,Ny
t
N})t∈N,
слабо сходящаяся к точке yx. Рассуждая так же, как и в теореме 1, по-
лучим неравенства (6) и (7), где вместо точек ytn, y
∗
n нужно подставить
точки ytx и y
∗
x соответственно. Следовательно, получаем противоречие.
Таким образом, неравенство (8) верно и N -мерное сечение H∗ действи-
тельно наилучшее. Теорема 2 доказана.
Теорема 3 [s8].Чебышевский центр произвольного множестваM ∈
B(X) пространства Лобачевского X сильно устойчив.
Доказательство теоремы 3.
Поскольку при различных коэффициентах k в формуле (1) получа-
ются подобные метрики, то в теореме достаточно рассмотреть случай,
когда k = 1. Пусть теорема неверна. Тогда найдутся непустые ограни-
ченные множества M , (Mn)n∈N пространства X с чебышевскими цен-
трами y∗, (y∗n)n∈N и чебышевскими радиусами r, (rn)n∈N соответственно,
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для которых выполняются следующие условия.
(i) lim
n→∞
α(Mn,M) = 0.
(ii) Найдется подпоследовательность (y∗l )l∈N последовательности (y
∗
n)n∈N
и число A > 0, для которых, начиная с некоторого номера l0, выполня-
ется следующее неравенство.
|y∗y∗l | ≥ 2A. (9)
В силу утверждения (iv) теоремы 2.1.1 имеет место неравенство:
|rn − r| ≤ α(Mn,M) (10)
Пусть x — произвольная точка в множествеM . Выберем число ε > 0 и
номер l > l0 такие, что:
ch(r + 2α(Ml,M) + ε) < (2 ch(A)− 1) ch(r). (11)
Кроме того, |xy∗| ≤ r и найдется точка xl ∈Ml такая, что
|xxl| ≤ α(Ml,M) + ε.
Тогда, учитывая (10), получим:
|xy∗l | ≤ |xxl|+ |xly∗l | ≤ α(Ml,M) + ε+ rl ≤ r + 2α(Ml,M) + ε. (12)
Пусть wl середина отрезка с концами y
∗ и y∗l в метрике ρ. Используем
формулу
ch |zw| = ch |zu|+ ch |zv|
2 ch
( |uv|
2
)
для нахождения длины медианы |zw| в треугольнике с вершинами z, u
и v в пространстве Лобачевского X (эту формулу нетрудно получить
из теоремы косинусов [83, с. 60]). Учитывая выражение для длины ме-
дианы в треугольнике с вершинами x, y∗, y∗l и неравенства (9), (11),
(12), получим:
ch |xwl| = ch |xy
∗|+ ch |xy∗l |
2 ch
( |y∗y∗l |
2
) ≤ ch(r) + ch(r + 2α(Ml,M) + ε)
2 ch(A)
< ch(r).
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Таким образом, |xwl| < r для каждой точки x ∈M . Получили противо-
речие с тем, что r — чебышевский радиус множестваM . Следовательно,
теорема 3 доказана.
2.9 Наилучшее приближение выпуклого компакта
геодезического пространства шаром
В метрическом пространстве (X, ρ) используем следующие обозначе-
ния.
BC[X] — множество всех замкнутых шаров в пространстве X.
ψ(M,x) =
1
2
(β(M,x) + |xM | − |x(X\M)|),
r(M,x) =
1
2
(β(M,x)− |xM |+ |x(X\M)|),
где x ∈ X, M ∈ B(X), M 6= X.
χ(M) = {x ∈ X : α(B[x, r],M) = α(M,BC[X]) для некоторого r ≥ 0}
[46], где
α(M,BC[X]) = inf{α(M,B[y, t]) : y ∈ X, t ≥ 0}.
Напомним, что множество M в пространстве X, удовлетворяющем
условию (A1), называется строго выпуклым, если для любых различ-
ных x, y ∈M [x, y]\{x, y} ⊂ ◦M [25, с. 153].
Нашими основными задачами в данном параграфе являются следу-
ющие задачи.
Получить оценку сверху для расстояния Хаусдорфа от непустого
ограниченного множества до множества всех замкнутых шаров специ-
ального геодезического пространства X неположительной кривизны.
Доказать, что множество всех центров χ(M) замкнутых шаров, наилуч-
шим образом приближающих в метрике Хаусдорфа выпуклый компакт
166
M ⊂ X, непустое и принадлежит множеству M . Исследовать неко-
торые другие свойства множества χ(M). Таким образом, необходимо
обобщить некоторые результаты С. И. Дудова и И. В. Златорунской
[46], [47] на случай специального геодезического пространства неполо-
жительной кривизны по Буземану. Полученные основные результаты
содержатся в теоремах 1, 2, 3.
Сначала исследуем некоторые простые свойства вышеперечислен-
ных понятий.
Лемма 1 [s17].
(i) Для любых M, W ∈ B(X) имеют место неравенства:
|β(M,BC[X])− β(W,BC[X])| ≤ α(M,W ),
|α(M,BC[X])− α(W,BC[X])| ≤ α(M,W ),
где β(M,BC[X]) = inf{β(M,V ) : V ∈ BC[X]}.
(ii) Для любых
M ∈ B(X), M 6= X; x, y ∈ X
имеют место неравенства:
|ψ(M,x)− ψ(M, y)| ≤ 3|xy|
2
,
|r(M,x)− r(M, y)| ≤ 3|xy|
2
.
(iii) Для любых
M ∈ B(X), M 6= X, x ∈M
имеет место неравенство:
ψ(M,x) ≤ D(M)
2
.
(iv) Для любых M ∈ B(X), x ∈ X\M имеет место неравенство:
r(M,x) ≤ D(M)
2
.
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(v) Для любых
M ∈ B(X), M 6= X, x ∈ X
имеет место равенство:
ψ(M,x) = inf{max{r + |xM | − |x(X\M)|, β(M,x)− r} : r ≥ 0},
где инфимум достигается при r = r(M,x).
Доказательство леммы 1.
(i) Из неравенства треугольника для функции β следует
β(M,BC[X]) = inf{β(M,V ) : V ∈ BC[X]} ≤
inf{β(M,W ) + β(W,V ) : V ∈ BC[X]} ≤ α(M,W ) + β(W,BC[X]).
Неравенство
β(W,BC[X]) ≤ α(M,W ) + β(M,BC[X])
доказывается аналогично.
(ii) Из неравенства треугольника для функции β и неравенства из
[57, с. 219] следует
|ψ(M,x)− ψ(M, y)| ≤ 1
2
(|β(M,x)− β(M, y)|+ ||xM | − |yM ||+
||y(X\M)| − |x(X\M)||) ≤ 3|xy|
2
.
Для второго неравенства доказательство аналогично.
(iii) Свойство следует из неравенств:
ψ(M,x) =
(β(M,x)− |x(X\M)|)
2
≤ β(M,x)
2
≤ D(M)
2
.
(iv) Пусть x ∈ X\M . Тогда для каждого ε > 0 найдутся такие
z, y ∈M , что
β(M,x) ≤ |zx|+ ε, |xy| ≤ |xM | + ε.
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Утверждение следует теперь из неравенств
r(M,x) =
β(M,x)− |xM |
2
≤ |zx| − |xy|
2
≤ |zy|
2
≤ D(M)
2
.
(v) Неравенство
ψ(M,x) ≥ inf{max{r + |xM | − |x(X\M)|, β(M,x)− r} : r ≥ 0}
получается, если положить r = r(M,x). Если
r + |xM | − |x(X\M)| ≥ β(M,x)− r,
то r ≥ r(M,x). Следовательно,
max{r+|xM |−|x(X\M)|, β(M,x)−r} = r+|xM |−|x(X\M)| ≥ ψ(M,x).
Если
r + |xM | − |x(X\M)| ≤ β(M,x)− r,
то r ≤ r(M,x). Следовательно,
max{r + |xM | − |x(X\M)|, β(M,x)− r} = β(M,x)− r ≥ ψ(M,x).
Таким образом, получено неравенство:
ψ(M,x) ≤ inf{max{r + |xM | − |x(X\M)|, β(M,x)− r} : r ≥ 0}.
Лемма 1 доказана.
Лемма 2 [s17]. Пусть X геодезическое пространство, через каж-
дые две различные точки которого можно провести единственную
прямую. Тогда имеют место следующие утверждения.
(i) Для любых M ∈ B(X), x ∈ X справедливо неравенство:
r(M,x) ≤ D(M)
2
.
(ii) Пространство (BC[X], α) изометрично пространству
(X × R+, ρ+ d),
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где d — стандартная метрика на R+.
(iii) Для любых
x, y ∈ X; r1, r2 ∈ R+, r = r1 + r2
2
верны равенства:
α(B[x, r1], B[ω(x, y), r]) = α(B[y, r2], B[ω(x, y), r]) =
1
2
α(B[x, r1], B[y, r2]).
(iv) Если, кроме того, пространство (X, ρ) удовлетворяет усло-
вию (A3), то каждый замкнутый шар пространства X является
строго выпуклым множеством.
Доказательство леммы 2.
(i) В силу утверждения (iv) леммы 1 достаточно рассмотреть слу-
чай, когда x ∈ M . Если M = {x}, то доказательство очевидно. Если
M 6= {x}, то для каждого ε > 0 найдется такая точка u ∈M\{x}, что
|ux| ≥ β(M,x)− ε.
Пусть Λ[u, x) — полупрямая с началом в точке u, содержащая точку x,
и точка
y ∈M ∩ Λ[u, x)
такая, что
|yu| = D(M ∩ Λ[u, x)).
Тогда
r(M,x) =
1
2
(β(M,x) + |x(X\M)|) ≤ 1
2
(|ux|+ |xy| − ε) =
1
2
(|uy| − ε) ≤ 1
2
|D(M)− ε|.
Таким образом, второе утверждение верно в силу произвольности вы-
бора ε > 0.
(ii) Определим отображение
f : (BC[X], α)→ (X × R+, ρ+ d)
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формулой f(B[x, r]) = (x; r). Тогда для любых x, y ∈ X, r, R ∈ R+
(ρ+ d)(f(B[x, r]), f(B[y, R])) = |xy|+ |r −R| = α(B[x, r], B[y, R]).
Следовательно, f — изометрия.
(iii) Докажем одно из равенств непосредственным вычислением:
α(B[x, r1], B[ω(x, y), r]) = |xω(x, y)|+ |r1 − r| =
1
2
(|xy|+ |r1 − r2|) = 1
2
α(B[x, r1], B[y, r2]).
(iv) Доказательство выпуклости шара почти очевидно. Действи-
тельно, пусть B[p, r] — произвольный замкнутый шар в пространстве
X и x, y ∈ B[p, r]. Рассмотрим функцию f = |pz(t)|, где z = z(t) —
параметризация сегмента [x, y] длиной дуги. Из неравенств
||pz(t)| − |pz(t1)|| ≤ |z(t)z(t1)| = |t− t1|
для любых t, t1 ∈ [0, |xy|] следует, что функция f непрерывна. Кроме
того, из условия (A3) и неравенства треугольника для любых t, t1 ∈
[0, |xy|] получим
f
(
t+ t1
2
)
= |pω(z(t), z(t1))| ≤ |pω(p, z(t))|+ |ω(p, z(t))ω(z(t), z(t1))| ≤
1
2
(|pz(t)|+ |pz(t1)|) = 1
2
(f(t) + f(t1)).
Следовательно, функция f выпуклая и [x, y] ⊂ B[p, r]. Таким образом,
каждый замкнутый шар пространства X является выпуклым множе-
ством (это свойство нетрудно также получить, используя доказатель-
ства теорем (36.4 - 36.6) из [25, c. 304-307]). Докажем строгую выпук-
лость замкнутого шара B[p, r] методом от противного. Пусть этот шар
не является строго выпуклым множеством. Тогда найдутся такие по-
парно различные точки x, y, z, что
|px| = |py| = |pz| = r, z ∈ [x, y].
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Выберем на прямой Λ(p, z), содержащей точки p, z, точку u, удовле-
творяющую условиям: u 6= z и p ∈ [z, u]. Тогда из условия леммы 2 и
неравенства треугольника следует, что
|uz| = |up|+ r > max{|ux|, |uy|}.
Следовательно, замкнутый шар B[u,max{|ux|, |uy|}] невыпуклый. По-
лучили противоречие. Лемма 2 доказана.
Лемма 3 [s17]. Пусть геодезическое пространство X удовлетво-
ряет условиям (A1), (A3). Тогда имеют место следующие утвержде-
ния.
(i) Для любых x, y ∈ X, M ∈ B(X)
2β(M,ω(x, y)) ≤ β(M,x) + β(M, y).
(ii) Если
β(M,x) = β(M, y) + |xy|,
то
2β(M,ω(x, y)) = β(M,x) + β(M, y)
(iii) Если, кроме того, M — выпукло, то
2|ω(x, y)M | ≤ |xM |+ |yM |.
Доказательство леммы 3.
(i) Для любого ε > 0 найдется такое z ∈M , что
|zω(x, y)| ≥ β(M,ω(x, y))− ε.
Кроме того, из условия (A3) следует, что
2|zω(x, y)| ≤ |xz|+ |yz| ≤ β(M,x) + β(M, y).
Тогда
2β(M,ω(x, y))− 2ε ≤ β(M,x) + β(M, y).
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Осталось использовать произвольность ε > 0.
(ii) Используем рассуждение от противного. Пусть свойство невер-
но. Тогда в силу доказанного неравенства (i)
2β(M,ω(x, y)) < β(M,x) + β(M, y).
Из условия леммы 3 следует, что
β(M,x) + β(M, y) = 2β(M,x)− |xy|.
Следовательно,
|xy| < 2β(M,x)− 2β(M,ω(x, y)) ≤ 2|xω(x, y)| = |xy|.
Получили противоречие. Таким образом, равенство верно.
(iii) Для любого ε > 0 найдутся такие u, v ∈M , что
|xu| ≤ |xM |+ ε, |yv| ≤ |yM | + ε.
Тогда из условия (A3) следует, что
2|ω(x, y)ω(u, v)| ≤ 2|ω(x, y)ω(u, y)|+ 2|ω(u, y)ω(u, v)| ≤
|xu|+ |yv| ≤ |xM |+ |yM | + 2ε.
Но множество M — выпуклое, поэтому ω(u, v) ∈M и
2|ω(x, y)M | ≤ 2|ω(x, y)ω(u, v)| ≤ |xM |+ |yM | + 2ε.
Осталось использовать произвольность ε > 0. Лемма 3 доказана.
Следующая лемма 4 обобщает лемму 4.1 из [46].
Лемма 4 [s17]. Пусть X геодезическое пространство, через каж-
дые две различные точки которого можно провести единственную
прямую,
M ∈ B[X], ψ(M,x∗) = inf{ψ(M,x) : x ∈ X}.
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Тогда верны следующие утверждения.
(i) Если
x∗ ∈ X\M, y ∈ PM(x∗),
то найдется такая точка z ∈ X, что
S(x∗, β(M,x∗)) ∩ S(y, β(M, y)) = {z}.
Если, кроме того, существуют такие точки u, v ∈ X, что
β(M,x∗) = |ux∗|, β(M, y) = |vy|,
то x∗ ∈ [y, z] и u = v = z.
(ii) Если множество M — выпуклое, y ∈ PM(x∗) и существуют
такие точки u, v ∈ X, что
β(M,x∗) = |ux∗|, β(M, y) = |vy|,
то x∗ = y.
Доказательство леммы 4.
(i) Из условия леммы 4 и неравенства треугольника для функции
β получим:
β(M, y) ≤ β(M,x∗) + |x∗y|,
2ψ(M,x∗) = β(M,x∗)+ |x∗M | ≤ β(M, y)+ |yM |− |y(X\M)| = β(M, y).
Следовательно,
β(M, y) = β(M,x∗) + |x∗y| и S(x∗, β(M,x∗)) ∩ S(y, β(M, y)) 6= ∅.
Предположим, что
u, v ∈ S(x∗, β(M,x∗)) ∩ S(y, β(M, y)), u 6= v
и точка u принадлежит пересечению прямой Λ(x∗, y), проходящей че-
рез точки x∗, y, со сферой S(y, β(M, y)). Тогда точки y, v являются
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концами двух различных сегментов [y, v] и [y, x∗] ∪ [x∗, v]. Получили
противоречие с условием леммы 4. Равенства u = v = z следуют те-
перь из доказанной единственности точки z. Кроме того,
|zy| = |vy| = β(M, y) = β(M,x∗) + |x∗y| = |ux∗|+ |x∗y| = |zx∗|+ |x∗y|.
Следовательно, x∗ ∈ [y, z].
(ii) Если предположить, что x∗ ∈ X\M , то из предыдущего пункта
получим, что x∗ ∈ [y, z]. Но множествоM — выпуклое, поэтому [y, z] ⊂
M . Получили противоречие. Лемма 4 доказана.
В следующей теореме 1 обобщаются леммы 3.1, 3.3 из [46].
Теорема 1 [s17]. Пусть геодезическое пространство X удовлетво-
ряет условию (A1). Тогда для любых
r ≥ 0, x ∈ X, M ∈ B(X), M 6= X
верны следующие утверждения.
(i) β(M,B[x, r]) = max{0, β(M,x)− r}.
(ii) β(B[x, r],M) ≤ max{0, r + |xM | − |x(X\M)|}.
(iii) α(B[x, r],M) ≤ max{r + |xM | − |x(X\M)|, β(M,x)− r}.
(iv) α(M,BC[X]) ≤ inf{ψ(M,x) : x ∈ X}.
(v) Если
α(B[x, r],M) = α(M,BC[X]),
то найдется такое r0 ≥ 0 , что
r(M,x) ≤ r0 ≤ r,
α(B[x, r0],M) = β(M,x)− r0 = β(B[x, r0],M) = α(M,BC[X]).
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(vi) Множество χ(M) замкнуто и ограничено. Если, кроме того,
пространство X — собственное, то это множество компактно.
Если X геодезическое пространство, через каждые две различные
точки которого можно провести единственную прямую, удовлетво-
ряет условию (A3) и M — выпуклое ограниченное множество суще-
ствования в X, то для любых r ≥ 0, x ∈ X\M верны следующие
утверждения.
(vii) β(B[x, r],M) = r + |xM |.
(viii) α(B[x, r],M) = max{r + |xM |, β(M,x)− r}.
(ix) ψ(M,x) = inf{α(B[x, r],M) : r ≥ 0},
inf{α(B[y, r],M) : y ∈ X\M, r ≥ 0} = inf{ψ(M, y) : y ∈ X\M}.
(x) Если
τ ≥ 0, α(B[x, r],M) ≤ α(M,BC[X]) + τ,
то
α(B[PM(x), r(M,PM(x))],M) ≤ α(M,BC[X]) + τ,
где r(M,PM(x)) =
1
2
β(M,PM(x)).
Замечание 1.
1. Нетрудно заметить, что если множество M является за-
мкнутым шаром, то правая часть в неравенстве (iv) равна нулю и
это неравенство становится равенством.
2. Из леммы 3.4, теоремы 1.1 и утверждения в начале §4 из [46]
следует, что для выпуклого компакта M из пространства Rn с про-
извольной нормой в (iv) имеет место равенство.
Доказательство теоремы 1.
(i) Из неравенства треугольника для функции β получим:
β(M,B[x, r]) ≥ β(M,x)− β(B[x, r], x) ≥ β(M,x)− r.
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С другой стороны, для любого ε > 0 найдется такое y ∈M , что
β(M,B[x, r])− ε ≤ |yB[x, r]| = max{0, |xy| − r} ≤ max{0, β(M,x)− r}.
Осталось использовать произвольность ε > 0.
(ii) Для любых
r ≥ 0, x ∈ X\M, M ∈ B(X)
из неравенства треугольника для функции β получим:
β(B[x, r],M) ≤ β(B[x, r], x) + |xM | ≤ r + |xM |.
Пусть теперь
r ≥ 0, x ∈M, M ∈ B(X)
произвольны. Тогда для любого ε > 0 найдется такое z ∈ B[x, r], что
|zM | ≥ β(B[x, r],M)− ε.
Кроме того, найдется такое u ∈ [z, x], что
|zu| = |z(M ∩ [z, x])|.
Тогда
β(B[x, r],M)− ε ≤ |zM | ≤ |zu| = |zx| − |xu| ≤ max{0, r − |x(X\M)|}.
Осталось использовать произвольность ε > 0.
(iii) Очевидно, что
max{r + |xM | − |x(X\M)|, β(M,x)− r} ≤
max{max{0, r + |xM | − |x(X\M)|},max{0, β(M,x)− r}}.
Предположим, что неравенство строгое. Тогда
r + |xM | − |x(X\M)| < 0 и β(M,x)− r < 0.
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Следовательно,
x ∈M и β(M,x) < |x(X\M)|.
Пусть z ∈ X\M . Тогда найдется такое u ∈ [z, x], что
|zu| = |z(M ∩ [z, x])|.
Следовательно,
β(M,x) < |xu|.
Получили противоречие. Таким образом, равенство установлено. Оста-
лось использовать соотношения из утверждений (i), (ii).
(iv) Неравенство следует из неравенства (iii) и утверждения (v)
леммы 1.
(v) Заметим сначала, что функция
g : R+ → R+, g(R) = β(B[x,R],M)
— липшицева в силу неравенства:
|β(B[x, r],M)− β(B[x,R],M)| ≤ |r − R|.
Предположим, что
β(M,x)− r > β(B[x, r],M).
Тогда из утверждения (i), липшицевости функции g и равенства
α(B[x, r],M) = α(M,BC[X])
следует, что найдется такое r0 > r, что
β(M,x)− r0 = β(B[x, r0],M) < β(M,x)− r = α(M,BC[X]).
Получили противоречие. Предположим теперь, что
β(M,x)− r < β(B[x, r],M).
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Тогда найдется такое r0 < r, что
β(M,x)− r0 = β(B[x, r0],M) ≤ β(B[x, r],M).
Кроме того, из неравенств (ii), (iii) получим
β(M,x)− r0 = β(B[x, r0],M) = β(B[x, r],M) = α(M,BC[X]) =
α(B[x, r0],M) ≤ max{0, r0 + |xM | − |x(X\M)|}
и r(M,x) ≤ r0.
(vi) Ограниченность множества χ(M) следует из предыдущего свой-
ства. Пусть последовательность (xn)n∈N из множества χ(M) сходится
к точке x ∈ X. Тогда в силу предыдущего свойства найдется такая
ограниченная последовательность неотрицательных вещественных чи-
сел (rn)n∈N, что
α(B[xn, rn],M) = β(M,xn)− rn = β(B[xn, rn],M) = α(M,BC[X]).
Из этой последовательности выберем сходящуюся к числу r ∈ R+
подпоследовательность (rm)m∈N. Тогда
|α(B[xm, rm],M)− α(B[x, r],M)| ≤ |xmx|+ |rm − r| → 0
при n→∞. В силу непрерывности псевдометрики α получим
α(B[x, r],M) = α(M,BC[X])
и x ∈ χ(M). Второе утверждение следует из того, что в собственном
метрическом пространстве каждое замкнутое и ограниченное множе-
ство компактно [25, c. 18].
(vii) Если пространство X изометрично множеству вещественных
чисел со стандартной метрикой, то утверждение (vii), очевидно, верное.
Рассмотрим случай, когда такой изометрии нет. Из условий и утвержде-
ния (iv) леммы 2 следует, что множество PM(x) — одноточечное. Пусть
u — точка из пересечения луча Λ[PM(x), x) с началом в точке PM(x),
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содержащего точку x, со сферой S(x, r) такая, что x ∈ [PM(x), u]. Если
PM(u) = PM(x), то
r + |xM | = |uPM(x)| ≤ β(B[x, r],M).
Осталось использовать неравенство (ii). Докажем, что предположение
о справедливости неравенства
PM (u) 6= PM(x)
приводит к противоречию. Из этого неравенства и утверждения (iv)
леммы 2 следует, что
|xPM(u)| > |xPM(x)|.
Пусть z = z(t) — параметризация луча
Λ = Λ[PM(u), PM(x))
с началом в точке PM(u), содержащего точку PM(x), длиной дуги. Из
доказательства утверждения (iv) леммы 2 следует выпуклость функ-
ции f = |xz(t)|. Тогда найдется такая точка v = PΛ(x), что либо
v ∈ Λ\[PM(u), PM(x)] и |xv| < |xPM(x)|,
либо v = PM(x). Рассмотрим первый случай. Тогда
|uv| ≤ |xv|+ |xu| < |xPM(x)|+ |xu| = |uPM(x)|.
Кроме того, в силу выпуклости функции g = |uz(t)| и неравенства
(36.8) из [25, с. 307] имеют место неравенства
|uPM(x)| · |vPM(u)| ≤ |uPM(u)| · |vPM(x)|+ |uv| · |PM(x)PM(u)| <
|uPM(x)| · |vPM(u)|.
Получили противоречие. Во втором случае также получаем противо-
речие, так как из теоремы 1.3.6 следует, что существует единственный
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перпендикуляр к полупрямой P , содержащий точку u (см. также дока-
зательство утверждения (20.10) из [25, c. 158]).
(viii) Это следствие утверждений (i) и (vii).
(ix) Это следствие утверждений (v) леммы 1 и (viii).
(x) Воспользуемся равенством (viii). Тогда
α(B[x, r],M) = max{r + |xM |, β(M,x)− r} ≤ α(M,BC[X]) + τ.
Рассмотрим два случая.
1. Если
r + |xM | ≥ β(M,x)− r,
то
r ≥ 1
2
(β(M,x)− |xM |)
и
α(M,BC[X])+τ ≥ r+|xM | ≥ 1
2
(β(M,x)+|xM |) = 1
2
(β(M,x)+|xPM(x)|) ≥
1
2
β(M,PM(x)) = α(B[PM(x), r(M,PM(x))],M).
2. Если
r + |xM | ≤ β(M,x)− r,
то
r ≤ 1
2
(β(M,x)− |xM |)
и
α(M,BC[X]) + τ ≥ β(M,x)− r ≥ 1
2
(β(M,x) + |xM |) =
1
2
(β(M,x)+|xPM(x)|) ≥ 1
2
β(M,PM(x)) = α(B[PM(x), r(M,PM(x))],M).
Теорема 1 доказана.
Следующие лемма 5 и теорема 2 являются обобщением теоремы 4.3
из [46].
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Лемма 5 [s17]. Пусть X геодезическое пространство, через каж-
дые две различные точки которого можно провести единственную
прямую, удовлетворяет условию (A3), M — выпуклое ограниченное
множество существования в X, x ∈ χ(M). Тогда
PM(x) ∈ χ(M).
Если, кроме того, существуют такие точки u, v ∈ X, что
β(M,x) = |ux|, β(M,PM(x)) = |vPM(x)|,
то x ∈M .
Доказательство леммы 5.
В случае, когда x ∈ M доказательство леммы очевидно. Предполо-
жим, что
x ∈ χ(M)\M.
Тогда из утверждений (v), (vii) теоремы 1 следует, что найдется такое
r0 ≥ 0, что
r(M,x) ≤ r0 ≤ r, α(B[x, r0],M) = β(M,x)− r0 =
β(B[x, r0],M) = α(M,BC[X]) = r0 + |xM |.
Следовательно,
r0 =
1
2
(β(M,x)− |xM |) = r(M,x)
и в силу утверждения (iv) теоремы 1 имеют место равенства
α(M,BC[X]) = r(M,x)+|xM | = ψ(M,x) ≤ ψ(M,PM(x)) = 1
2
β(M,PM(x)).
Но
2ψ(M,PM(x)) = β(M,PM(x)) ≤ β(M,x) + |xPM(x)| = 2α(M,BC[X]),
поэтому
PM(x) ∈ χ(M).
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Если, кроме того, существуют такие точки u, v ∈ X, что
β(M,x) = |ux|, β(M,PM(x)) = |vPM(x)|,
то из леммы 4 получим x = PM(x). Получили противоречие с нашим
предположением. Следовательно, x ∈M . Лемма 5 доказана.
Теорема 2 [s17]. Пусть X геодезическое пространство, через каж-
дые две различные точки которого можно провести единственную
прямую, удовлетворяет условию (A3), M — выпуклый компакт в X.
Тогда
χ(M) 6= ∅ и χ(M) ⊂ M.
Доказательство теоремы 2.
Очевидно, что в пространстве X найдется такая последовательность
замкнутых шаров (B[xn, rn])n∈N, что
α(B[xn, rn],M) ≤ α(M,BC[X]) + 1/n.
В силу утверждения (x) теоремы 1 можно считать, что для каждого n ∈
N xn ∈ M. Тогда последовательность (rn)n∈N ограничена и найдутся
подпоследовательности
(xm)m∈N, (rm)m∈N
последовательностей
(xn)n∈N, (rn)n∈N
соответственно, точка x ∈M и число r ∈ R+ такие, что
lim
m→∞
|xmx| = 0, lim
m→∞
rm = r.
Если теперь учесть непрерывность метрики α и для каждого m ∈ N
равенство
α(B[xm, rm], B[x, r]) = |xmx|+ |rm − r|,
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то получим
α(B[x, r],M) = α(M,BC[X]) и x ∈ χ(M).
Второе утверждение следует из леммы 5. Теорема 2 доказана.
Из теорем 1, 2 получим следствие 1.
Следствие 1 [s17]. Пусть X геодезическое пространство, через
каждые две различные точки которого можно провести единствен-
ную прямую, удовлетворяет условию (A3), x, y ∈ X. Тогда
χ([x, y]) = {ω(x, y)} и r(M,ω(x, y)) = 1
4
|xy|
— радиус шара наилучшего приближения сегмента [x, y] в метрике α.
Следующая теорема 3 является аналогом теоремы 4.6 из [46].
Теорема 3 [s17]. Пусть X геодезическое пространство, через каж-
дые две различные точки которого можно провести единственную
прямую, удовлетворяет условию (A3), (Mn)n∈N — последовательность
ограниченных выпуклых множеств существования, сходящаяся в мет-
рике Хаусдорфа к компакту M ⊂ X, и для каждого n ∈ N
χ(Mn) 6= ∅.
Тогда
lim
n→∞
β(χ(Mn) ∩Mn, χ(M)) = 0.
Доказательство теоремы 3.
Заметим прежде всего, что в силу условий теоремы 3 и леммы 5 для
каждого n ∈ N
χ(Mn) ∩Mn 6= ∅.
Используем метод доказательства от противного. Пусть теорема 3 невер-
на. Тогда найдутся константа c > 0 и подпоследовательность (χ(Mm)∩
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Mm)m∈N последовательности (χ(Mn) ∩Mn)n∈N такие, что
β(χ(Mm) ∩Mm, χ(M)) > c.
Следовательно, для каждого m ∈ N найдется точка
ym ∈ χ(Mm) ∩Mm
такая, что |ymχ(M)| > c. Из условий теоремы 3 следует, что найдутся
подпоследовательность (yl)l∈N последовательности (ym)m∈N и точка y ∈
M такие, что
lim
l→∞
|yly| = 0.
Кроме того, в силу утверждения (v) теоремы 1 для каждого l ∈ N
найдется такое число rl ∈ R+, что
α(B[yl, rl],Ml) = β(Ml, yl)− rl = β(B[yl, rl],Ml) = α(B[yl, rl], BC[M ]).
Следовательно, последовательность (rl)l∈N ограничена. Выделим под-
последовательность (rk)k∈N последовательности (rl)l∈N, сходящуюся к
числу r ∈ R+. Тогда
lim
k→∞
α(B[yk, rk],Mk) = α(B[y, r],M) и α(B[y, r],M) = α(B[y, r], BC[M ]).
Таким образом,
lim
k→∞
|ykχ(M)| = 0.
Получили противоречие. Теорема 3 доказана.
2.10 Касательное пространство по Буземану в точ-
ке геодезического пространства
Рассмотрим метрическое пространство (X, ρ) с выделенным семейством
S сегментов, называемых хордами, удовлетворяющее условиям (C1),
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(C4), и для определения касательного пространства по Буземану в точ-
ке p ∈ X введем на множествах B(p, rp), B(p, rp) × R+ специальные
псевдометрики.
Лемма 1 [s18]. Пусть пространство (X, ρ) удовлетворяет услови-
ям (C1), (C4), p ∈ X. Тогда верны следующие утверждения.
(i) Функция
mp : B(p, rp)× B(p, rp)→ R+, mp(x, y) = limλ→0+ |ωλ(p, x)ωλ(p, y)|
λ
является псевдометрикой, обладающей следующими свойствами: для
любых
λ ∈ [0, 1]; x, y ∈ B(p, rp)
mp(p, x) = |px|, mp(ωλ(p, x), ωλ(p, y)) = λmp(x, y).
(ii) Функция
mp : (B(p, rp)× R+)× (B(p, rp)× R+)→ R+,
mp((x; λ), (y;µ)) = τmp(ωλ/τ(p, x), ωµ/τ(p, y)),
где τ ∈ (max{λ, µ},+∞), является псевдометрикой.
Доказательство леммы 1.
Сводится к непосредственной проверке.
Введем на множестве B(p, rp) × R+ следующее отношение эквива-
лентности.
(x; λ) ∼ (y;µ), если mp((x; λ), (y;µ)) = 0.
Тогда псевдометрика mp индуцирует на фактор-пространстве
Xp = (B(p, rp)× R+)/∼
метрику, которую обозначим тем же символом: mp. Сначала исследуем
свойства псевдометрики mp и метрики mp в пространстве неположи-
тельной кривизны по Буземану.
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Пространство (X, ρ), удовлетворяющее условиям (C1), (C4), назовем
пространством неположительной кривизны по Буземану ([25, с. 304],
[27, c. 63]), если для любых x, y, z ∈ B(p, rp) имеет место неравенство
2|ω1/2(z, x)ω1/2(z, y)| ≤ |xy|.
Теорема 1 [s18]. Пусть (X, ρ) пространство неположительной
кривизны по Буземану. Тогда верны следующие утверждения.
(i) Для любых x, y ∈ B(p, rp)
mp(x, y) = lim
ν→0+
|ων(p, x)ων(p, y)|
ν
.
(ii) Для любых x, y ∈ B(p, rp)
mp(x, y) ≤ |xy|.
(iii) mp есть внутренняя метрика на Xp.
(iv) Если, кроме того, пространство X локально компактно, то
для любого p ∈ X (Xp, mp) — собственное геодезическое простран-
ство.
Доказательство теоремы 1.
(i−ii) Пусть геодезическое пространствоX удовлетворяет условиям
(C1), (C4) и для любых x, y, z ∈ B(p, rp) имеет место неравенство:
2|ω1/2(z, x)ω1/2(z, y)| ≤ |xy|.
Из этих условий и неравенства нетрудно получить следующее неравен-
ство:
|ωλ(z, x)ωλ(z, y)| ≤ λ|xy| (1)
для любых 0 ≤ λ ≤ 1, x, y, z ∈ B(p, rp). Следовательно, для любых
x, y ∈ B(p, rp) справедливо неравенство:
mp(x, y) ≤ |xy|.
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Кроме того, из доказательств теорем (36.4 - 36.6) в [25, с. 304-307] сле-
дует, что для любых x, y, z ∈ B(p, rp) непрерывная функция
f : [0, 1]→ R, f(λ) = |ωλ(z, x)ωλ(z, y)|
выпуклая. Следовательно, для любых x, y ∈ B(p, rp) существует пре-
дел
lim
ν→0+
|ων(p, x)ων(p, y)|
ν
.
(iii) Выберем произвольно [x1; λ], [y;µ] ∈ Xp, где для определен-
ности λ ≤ µ. Если µ = 0, то эти классы совпадают и утверждение
очевидно. Пусть µ > 0. Тогда
[x1; λ] = [ωλ/µ(p, x1);µ].
Обозначим x = ωλ/µ(p, x1). В силу леммы 1.1.1 достаточно доказать,
что для каждого ε > 0 найдется такая точка [z; τ ] ∈ Xp, что
2max{mp([x;µ], [z; τ ]), mp([y;µ], [z; τ ])} < mp([x;µ], [y;µ]) + ε.
Очевидно, найдется такое ν0 ∈ (0, 1], что для каждого ν ∈ (0, ν0)
zν = ω1/2(ων(p, x), ων(p, y)) ∈ B(p, rp).
В силу неравенства (ii) получим
max{mp(ων(p, x), zν), mp(ων(p, y), zν)} ≤
max{|ων(p, x)zν|, |ων(p, y)zν|} = 1
2
|ων(p, x)ων(p, y)|. (2)
Отсюда и из леммы 1 получим
νmp(x, y) = mp(ων(p, x), ων(p, y)) ≤
mp(ων(p, x), zν) +mp(ων(p, y), zν) ≤ |ων(p, x)ων(p, y)|.
Из этих неравенств и из утверждения (i) получим
lim
ν→0+
mp(ων(p, x), zν) +mp(ων(p, y), zν)
ν
= mp(x, y).
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Если учтем (2), то получим
lim
ν→0+
mp(ων(p, x), zν)
ν
= lim
ν→0+
mp(ων(p, y), zν)
ν
=
1
2
mp(x, y). (3)
Следовательно, для каждого ε > 0 найдется такое ν ∈ (0,min{δ, 1}),
что
mp(ων(p, x), zν)
ν
<
1
2
mp(x, y) + ε,
mp(ων(p, y), zν)
ν
<
1
2
mp(x, y) + ε.
Тогда для каждого ε > 0 найдется такое ν ∈ (0,min{δ, 1}), что
2max{mp([x;µ], [zν;µ/ν]), mp([y;µ], [zν;µ/ν])} =
2µ
ν
max{mp(ων(p, x), zν), mp(ων(p, y), zν)} <
µmp(x, y) + 2µε = mp((x;µ], [y;µ]) + 2µε.
(iv) Пусть X локально компактное пространство неположительной
кривизны по Буземану и ([xn; λn])n∈N произвольная ограниченная по-
следовательность пространства (Xp, mp). Заметим, что для τ ≥ max{1, λn}
имеют место равенства
mp([xn; λn], [p; 1]) = τmp(ωλn/τ(p, xn), p) = λn|pxn|,
поэтому последовательность (λn)n∈N — ограничена. Тогда найдутся та-
кие вещественные числа r ∈ (0, rp], ν > 0, что замкнутый шар B[p, r]
компактен и для каждого n ∈ N
ωλn/ν(p, xn) ∈ B[p, r].
Выделим подпоследовательность (ωλk/ν(p, xk))k∈N последовательности
(ωλn/ν(p, xn))n∈N, сходящуюся в исходной метрике ρ к точке y ∈ B[p, r].
Отсюда, из леммы 1 и неравенства (1) следует, что
mp([xk; λk], [y; ν]) = νmp(ωλk/ν(p, xk), y) ≤ ν|ωλk/ν(p, xk)y| → 0
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при k →∞. Таким образом, последовательность ([xn; λn])n∈N обладает
сходящейся подпоследовательностью и пространство (Xp, mp) собствен-
ное. Из следствия обобщенной альтернативы Хопфа-Ринова [55, с. 297]
и того, что пространство (Xp, mp) собственное следует, что простран-
ство (Xp, mp) — геодезическое. Покажем, что в данном случае можно
дать и непосредственное доказательство этого факта, избежав ссылки
на обобщенную альтернативу Хопфа-Ринова.
Выберем произвольно [x1; λ], [y;µ] ∈ Xp, где для определенности
λ ≤ µ. Если µ = 0, то эти классы совпадают и утверждение очевидно.
Пусть µ > 0. Тогда
[x1; λ] = [x;µ], где x = ωλ/µ(p, x1)
и найдется такое число N ∈ N, что для каждого натурального n > N
zn = ω1/2(ω1/n(p, x), ω1/n(p, y)) ∈ B[p, rp].
Кроме того, в силу леммы 1 для каждого
n > max{N, 1
µ
}
mp([p; 1], [zn;nµ]) = nµmp(p, zn) = nµ|pzn| ≤
nµ(|pω1/n(p, x)|+ |ω1/n(p, x)zn|) ≤ µ(|px|+ n
2
|ω1/n(p, x)ω1/n(p, y)|) ≤
µ(|px|+ 1
2
(|px|+ |py|)) ≤ 2µrp.
Таким образом, последовательность ([zn;nµ])n∈N ограничена в собствен-
ном пространстве (Xp, mp). Следовательно, у нее найдется подпоследо-
вательность
([znk;nkµ])k∈N,
сходящаяся относительно метрики mp к некоторой точке [z; τ ] ∈ Xp.
Повторяя рассуждения в доказательстве утверждения (iii), получим
равенства (3), где нужно подставить ν = 1/nk. Тогда
1
2
mp([x;µ], [y;µ]) =
µ
2
mp(x, y) =
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µ lim
k→∞
(nkmp(ω1/nk(p, x), znk)) = lim
k→∞
mp([x;µ], [znk;nkµ]) = mp([x;µ], [z; τ ]),
1
2
mp([x;µ], [y;µ]) =
µ
2
mp(x, y) =
µ lim
k→∞
(nkmp(ω1/nk(p, y), znk)) = lim
k→∞
mp([y;µ], [znk;nkµ]) = mp([y;µ], [z; τ ]).
Но известно [49], что если для любых двух точек u, v из полного мет-
рического пространства (Y, ρ) найдется точка w ∈ Y такая, что |uw| =
|vw| = 1
2
|uv|, то это пространство является геодезическим простран-
ством. Теорема 1 доказана.
Напомним следующие определения.
Пространство (X, ρ), удовлетворяющее условиям (C1), (C4) назовем
дифференцируемым пространством в точке p ∈ X по Буземану ([25,
с. 293], [26, с. 21]), если для каждого ε > 0 найдется такое δ ∈ (0, rp), что
для любого λ ∈ [0, 1], для всех x, y ∈ B(p, δ) имеет место неравенство:
||ωλ(p, x)ωλ(p, y)| − λ|xy|| ≤ ελ|xy|.
Отображение f из метрического пространства (X, ρ) в метрическое
пространство (Y, d) называется билипшицевым отображением, если
найдется такая константа λ ≥ 1, что для любых x, y ∈ X справедливы
неравенства:
1
λ
|xy| ≤ d(f(x), f(y)) ≤ λ|xy|.
Метрические пространства (X, ρ), (Y, d) называются липшицево эк-
вивалентными, если существует сюръективное билипшицево отобра-
жение f : (X, ρ)→ (Y, d) [21, с. 269].
Исследуем теперь свойства псевдометрики mp и метрики mp в про-
странстве, дифференцируемом в точке p ∈ X по Буземану.
Теорема 2 [s18]. Пусть (X, ρ) пространство, дифференцируемое в
точке p ∈ X по Буземану. Тогда верны следующие утверждения.
(i) Для всех x, y ∈ B(p, rp)
mp(x, y) = lim
ν→0+
|ων(p, x)ων(p, y)|
ν
.
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(ii) mp есть метрика на открытом шаре B(p, rp) и для каждого
ε > 0 найдется такое δ ∈ (0, rp), что для всех x, y ∈ B(p, δ) справед-
ливо неравенство:
|mp(x, y)− |xy|| ≤ ε|xy|.
(iii) mp есть внутренняя метрика на Xp.
(iv) Если, кроме того, X является локально полным простран-
ством, то (Xp, mp) — полное пространство.
(v) Пусть δ то же, что и в пункте (ii) при 0 < ε < 1. И пусть
найдется такое число t(p) ∈ (0, δ), что для каждой точки
x ∈ B(p, t(p))\{p} существует точка xˆ ∈ S(p, t(p)) такая, что x ∈
[p, xˆ], где [p, xˆ] ∈ S. Тогда для каждого R > 0 пространства (B[p, t(p)], ρ),
(B[[p; 1], R], mp) липшицево эквивалентны.
Замечание 1. Нетрудно проверить, что если X дифференцируе-
мое в точке p G-пространство Буземана, то пространство (Xp, mp)
изометрично касательному пространству в точке p по Буземану (при
наличии в пространстве (Xp, mp) линейной структуры эта изомет-
рия является линейной) [26, c. 22]. Поэтому метрическое простран-
ство (Xp, mp) естественно называть касательным пространством по
Буземану в точке p ∈ X.
Доказательство теоремы 2.
(i− ii) Пусть X пространство, дифференцируемое в точке p ∈ X по
Буземану. Тогда для каждого ε > 0 найдется такое δ(ε) ∈ (0, rp), что
для любых
x, y ∈ B(p, δ(ε)), 0 < λ < µ < 1
имеет место неравенство
||ωλ(p, x)ωλ(p, y)| − λ
µ
|ωµ(p, x)ωµ(p, y)|| ≤ ελ
µ
|ωµ(p, x)ωµ(p, y)|.
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Тогда для любых
x, y ∈ B(p, δ(1/2)), 0 < µ < µ0 < δ(1/2)
rp
справедливы неравенства
|ωµ0(p, x)ωµ0(p, y)|
2µ0
≤ |ωµ(p, x)ωµ(p, y)|
µ
≤ 3|ωµ0(p, x)ωµ0(p, y)|
2µ0
.
И для любых
0 < ε <
1
2
; x, y ∈ B(p, δ(ε)); µ < min{δ(ε)
rp
, µ0}
имеют место неравенства
||ωλ(p, x)ωλ(p, y)|
λ
− |ωµ(p, x)ωµ(p, y)|
µ
| ≤ ε|ωµ(p, x)ωµ(p, y)|
µ
≤
3ε|ωµ0(p, x)ωµ0(p, y)|
2µ0
.
Из этих неравенств следует существование предела
mp(x, y) = lim
ν→0+
|ων(p, x)ων(p, y)|
ν
и то, что mp(x, y) 6= 0 при x 6= y. Если обе части неравенства из опре-
деления дифференцируемости в точке p ∈ X по Буземану поделить на
λ > 0 и перейти к пределу при λ → 0+, то для любых x, y ∈ B(p, δ)
получим неравенство
|mp(x, y)− |xy|| ≤ ε|xy|.
(iii) Выберем произвольно [x1; λ], [y;µ] ∈ Xp и для определенности
считаем, что λ ≤ µ. Тогда
[x1; λ] = [ωλ/µ(p, x1);µ].
Обозначим через x = ωλ/µ(p, x1). В силу леммы 1.1.1 достаточно дока-
зать, что для каждого ε > 0 найдется такая точка [z; τ ] ∈ Xp, что
2max{mp([x;µ], [z; τ ]), mp([y;µ], [z; τ ])} < mp([x;µ], [y;µ]) + ε.
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Очевидно, найдется такое ν0 ∈ (0, 1], что для каждого ν ∈ (0, ν0]
zν = ω1/2(ων(p, x), ων(p, y)) ∈ B(p, r(p)).
Из утверждения (ii) получим, что для каждого ε > 0 существует такое
δ > 0, что найдется ν0 ∈ (0, 1] такое, что для любого ν ∈ (0, ν0]
ων(p, x), ων(p, y), ω1/2(ων(p, x), ων(p, y)) ∈ B(p, δ)
и
mp(ων(p, x), ων(p, y)) ≤ (1 + ε)|ων(p, x)ων(p, y)|.
Тогда для любых ε > 0, ν ∈ (0, ν0] справедливы неравенства:
max{mp(ων(p, x), zν), mp(ων(p, y), zν)} ≤
(1 + ε)max{|ων(p, x)zν|, |ων(p, y)zν|} = (1 + ε)
2
|ων(p, x)ων(p, y)|. (4)
Отсюда и из леммы 1 получим для любых ε > 0, ν ∈ (0, ν0] справедливы
неравенства:
νmp(x, y) = mp(ων(p, x), ων(p, y)) ≤
mp(ων(p, x), zν) +mp(ων(p, y), zν) ≤ (1 + ε)|ων(p, x)ων(p, y)|.
Если учтем (4), то для любого ε > 0 получим
mp(x, y) ≤ lim
ν→0+
mp(ων(p, x), zν) +mp(ων(p, y), zν)
ν
≤ (1 + ε)mp(x, y),
lim
ν→0+
max{mp(ων(p, x), zν), mp(ων(p, y), zν)}
ν
≤ (1 + ε)
2
mp(x, y).
Аналогичные неравенства верны и для нижних пределов. В силу про-
извольности ε > 0
lim
ν→0+
mp(ων(p, x), zν)
ν
= lim
ν→0+
mp(ων(p, y), zν)
ν
=
1
2
mp(x, y).
Оставшаяся часть доказательства совпадает с частью доказательства
утверждения (iii) теоремы 1 после равенств (3).
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(iv) Пусть X локально полное дифференцируемое в точке p ∈ X
по Буземану пространство и (B[p, r], ρ), где 0 < r < δ, полное подпро-
странство пространства (X, ρ). Из неравенств
(1− ε)|xy| ≤ mp(x, y) ≤ (1 + ε)|xy|
для любых
x, y ∈ B[p, r], 0 < ε < 1,
полученных в пункте (ii), следует липшицева эквивалентность про-
странств
(B[p, r], mp), (B[p, r], ρ)
и полнота пространства (B[p, r], mp). Пусть ([xn; λn])n∈N фундаменталь-
ная последовательность в пространстве (Xp, mp). Тогда отсюда, из огра-
ниченности фундаментальной последовательности ([xn; λn])n∈N и лем-
мы 1 следует, что найдется число τ > 0 такое, что
ωλn/τ(p, xn) ∈ (B[p, r], mp) и (ωλn/τ(p, xn))n∈N
является фундаментальной последовательностью. Пусть эта последо-
вательность сходится к точке z ∈ B[p, r]. Тогда
mp([xn; λn], [z; τ ]) = τmp(ωλn/τ(p, xn), z)→ 0
при n → ∞. Таким образом, метрическое пространство (Xp, mp) пол-
ное.
(v) Докажем, что искомую липшицеву эквивалентность определяет
следующая композиция
h ◦ f ◦ id : (B[p, t(p)], ρ)→ (B[[p; 1], R], mp)
отображений
id : (B[p, t(p)], ρ)→ (B[p, t(p)], mp);
f : (B[p, t(p)], mp)→ (B[[p; 1], t(p)], mp), f(x) = [x; 1];
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h : (B[[p; 1], t(p)], mp)→ (B[[p; 1], R], mp), h([x; λ]) = [x; Rλ
t(p)
].
Рассмотрим каждое из этих отображений. Тождественное отображение
id : (B[p, t(p)], ρ)→ (B[p, t(p)], mp)
определяет, как было отмечено в начале доказательства пункта (iv),
липшицеву эквивалентность соответствующих пространств. Докажем,
что f есть изометрия. В силу равенств
mp(f(x), f(y)) = mp([x; 1], [y; 1]) = mp(x, y)
для всех x, y ∈ B[p, t(p)], отображение f есть изометрическое вложение.
Осталось доказать, что оно сюръективно. Выберем произвольно [x;µ] ∈
B[[p; 1], t(p)]. Если µ ≤ 1, то
f(ωµ[p, x]) = [ωµ(p, x); 1] = [x;µ].
Если µ > 1 и λ =
µ|px|
t(p)
, то
f(ωλ(p, xˆ)) = [ωλ(p, xˆ); 1] = [x;µ].
Следовательно, отображение f сюръективно. Отображение h есть по-
добие (определение см. в [25, с. 286]). Действительно, отображение h,
очевидно, обратимо и для любых [x; λ], [y;µ] ∈ B[[p; 1], t(p)] имеют ме-
сто равенства:
mp(h([x; λ]), h([y;µ])) = mp([x;
Rλ
t(p)
], [y;
Rµ
t(p)
]) =
R
t(p)
mp([x; λ], [y;µ]).
Следовательно, отображение h ◦ f ◦ id определяет липшицеву эквива-
лентность пространств (B[p, t(p)], ρ), (B[[p; 1], R], mp). Теорема 2 дока-
зана.
Пример.
Рассмотрим модель Бельтрами-Клейна геометрии Лобачевского в
шаре B(0, r) вещественного гильбертова пространства. В силу теоре-
мы 1.4.4
(ii) m0(x, y) = ||yρ(0, y)||y|| − x
ρ(0, x)
||x|| || =
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√
ρ2(0, x) + ρ2(0, y)− 2ρ(0, x)ρ(0, y) cosα,
где x, y ∈ B(0, r)\{0}, α — величина угла между векторами x, y.
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Глава 3
Специальные отображения
метрических пространств
В параграфе 3.1 рассматривается метрическое пространство слабо огра-
ниченных отображений метрических пространств с метрикой Куратов-
ского δ. Доказано, что пространство всех слабо ограниченных гомео-
морфизмов (HB(X), δ), каждый из которых равномерно непрерывен
на произвольном замкнутом шаре с центром в фиксированной точке
метрического пространства X вместе со своим обратным гомеоморфиз-
мом, является паратопологической группой, непрерывно действующей
на пространстве X. Установлено, что (HB(X), δ) является топологиче-
ской группой при связности произвольного замкнутого шара с центром
в фиксированной точке метрического пространства X.
В параграфе 3.2 рассматриваются геодезические отображения специ-
альных геодезических пространств. Исследованы некоторые геометри-
ческие свойства таких отображений. Теорема Банаха об обратном опе-
раторе и принцип равностепенной непрерывности для F -пространств
[74, c. 99, с. 104], обобщены на случай специального геодезического отоб-
ражения специальных геодезических пространств.
В параграфе 3.3 метрика Буземана δp распространяется на множе-
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ство Φ(X, Y ) всех непрерывных отображений
f : (X, ρ)→ (Y, d),
удовлетворяющих следующему условию: для любых x, y ∈ X
d(f(x), f(y)) ≤ Bfe|xy|,
где Bf — неотрицательная константа. Доказано, что пространство
(HB(X, Y, α), δp) всех отображений из метрического пространства X в
метрическое пространство Y , удовлетворяющих равномерному условию
Гельдера с фиксированными показателем α ∈ (0, 1] и коэффициентом
B ∈ R+, является полным (собственным) метрическим пространством,
если Y — полное метрическое пространство (X, Y — собственные мет-
рические пространства). Установлено, что еслиX — собственное метри-
ческое пространство, то топология пространства (HB(X, Y, α), δp) сов-
падает как с топологией поточечной сходимости, так и с компактно-
открытой топологией.
В параграфе 3.4 рассматривается метрическое пространство всех по-
добий (Sim(X, Y ), δp) из метрического пространства X на метрическое
пространство Y с метрикой Буземана δp. Доказано, что:
– если группа всех подобий действует транзитивно на полном мет-
рическом пространстве, то и группа изометрий действует на нем тран-
зитивно;
– если X, Y — полные (собственные) метрические пространства, то
пространство (Sim(X, Y )∪Const(X, Y ), δp)— полное (собственное), где
Const(X, Y ) — множество всех постоянных отображений из X в Y ;
– еслиX — собственное метрическое пространство, то топология про-
странства (Sim(X, Y ) ∪ Const(X, Y ), δp) совпадает как с топологией
поточечной сходимости, так и с компактно-открытой топологией;
– (Sim(X), δp) — топологическая группа, действующая непрерывно
на пространстве X;
199
– группы подобий Sim(X) и изометрий Iso(X) с метрикой Кура-
товского δ являются топологическими группами, непрерывно действу-
ющими на пространстве X.
Найдено замыкание группы подобий полного метрического простран-
ства в пространстве (Φ(X,X), δp).
В параграфе 3.5 в специальном метрическом пространстве введе-
ны два аналога слабой сходимости последовательности в вещественном
гильбертовом пространстве и исследованы их геометрические свойства.
Основные результаты по перечисленным темам опубликованы в ста-
тьях автора [s1, s2, s5, s15].
3.1 Метрическое пространство слабо ограниченных
отображений метрических пространств
Пусть (ri)i∈N — неограниченная строго возрастающая последователь-
ность положительных вещественных чисел, (Bi = B[p, ri])i∈N — после-
довательность замкнутых шаров с общим центром в точке p метриче-
ского пространства (X, ρ). Тогда
X =
∞⋃
i=1
Bi.
Рассмотрим множество BW (X, Y ) всех отображений из метрического
пространства (X, ρ) в метрическое пространство (Y, d), отображающих
ограниченные множества в ограниченные множества. Элементы этого
множества назовем слабо ограниченными отображениями из простран-
ства (X, ρ) в пространство (Y, d). Зададим инъекцию
θ : BW (X, Y )→
∞∏
i=1
BW (Bi, Y ), θ(f) = (f1, f2, . . .),
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где fi = f |Bi для каждого i ∈ N . Очевидно, что θ — биекция множества
BW (X, Y ) на предел обратной последовательности [84, с. 160]:
lim←−{BW (Bi, Y ), pi
i
j}, piij : BW (Bj, Y )→ BW (Bi, Y ), piij(fi) = fj,
где j ≤ i. Для каждого i ∈ N метризуем множество BW (Bi, Y ) метри-
кой δi:
δi(fi, ϕi) = sup{d(f(x), ϕ(x)) : x ∈ Bi},
где fi, ϕi ∈ BW (Bi, Y ). Определим метрику на множестве BW (X, Y )
следующим образом
δ(f, ϕ) =
∞∑
i=1
2−i
δi(fi, ϕi)
1 + δi(fi, ϕi)
.
Если метрическое пространство X собственное, то для каждого i ∈ N
шар Bi компактен и множество CBW (X, Y ) всех непрерывных отоб-
ражений из пространства (X, ρ) в пространство (Y, d), отображающих
ограниченные множества в ограниченные множества, совпадает с мно-
жеством C(X, Y ) всех непрерывных отображений из (X, ρ) в (Y, d). По-
этому для собственного пространства метрика δ совпадает с метрикой
Куратовского на пространстве C(X, Y ) [57, §44, п. 7]. Из результатов
Куратовского следует
Теорема 1 [s1].Пусть (X, ρ)— собственное метрическое простран-
ство. Тогда верны следующие утверждения.
(i ) Метрика δ определяет на множестве CBW (X, Y ) компактно-
открытую топологию τδ.
(ii ) Определенное выше отображение θ является гомеоморфизмом
пространства C(X, Y ) = CBW (X, Y ) с компактно-открытой топо-
логией на предел обратной последовательности
lim←−{BW (Bi, Y ), pi
i
j}
с топологией, определяемой метрикой δ.
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(iii ) Если (Y, d) — полное (сепарабельное) метрическое простран-
ство, то (CBW (X, Y ), δ) — полное (сепарабельное) метрическое про-
странство.
Отметим некоторые элементарные свойства метрики δ.
1. Пусть для каждого n ∈ N
f, fn ∈ BW (X, Y ).
Равенство
lim
n→∞ δ(fn, f) = 0,
имеет место тогда и только тогда, когда для каждого i ∈ N
lim
n→∞
δi(fn,i, fi) = 0.
2. Если для каждого n ∈ N
f, fn ∈ BW (X, Y ) и lim
n→∞
δ(fn, f) = 0,
то для каждого x ∈ X
lim
n→∞
d(fn(x), f(x)) = 0,
то есть топология τδ, определяемая метрикой δ на множествеBW (X, Y ),
сильнее топологии поточечной сходимости.
3. Подпространство отображений, удовлетворяющих равномерному
условию Гельдера с фиксированным показателем α ∈ (0, 1] и коэффи-
циентом B ≥ 0,
HB(X, Y, α) = {f : X → Y : ∀x, y ∈ X(d(f(x), f(y)) ≤ B|xy|α)}
замкнуто в пространстве (CBW (X, Y ), δ).
4. Топология τδ на множестве BW (X, Y ) совместно непрерывная
([52], c. 290), то есть отображение вычисления
Ω : BW (X, Y )×X → Y, Ω(f, x) = f(x)
202
непрерывно.
Докажем свойство 4. Пусть для всех n, m ∈ N
x, xn ∈ X; f, fm ∈ BW (X, Y ).
Кроме того,
lim
n→∞
|xnx| = 0, lim
m→∞
δ(fm, f) = 0.
Тогда для всех n ∈ N найдется такое i ∈ N, что x, xn ∈ Bi и по свойству
1 имеем
lim
m→∞
δi(fm,i, fi) = 0.
Следовательно,
d(fm,i(xn), fi(xn))→ 0
при n→∞, m→∞. Тогда
d(fm(xn), f(x)) ≤ d(fm,i(xn), fi(xn)) + d(fi(xn), fi(x))→ 0
при n→∞, m→∞. Таким образом, свойство 4 доказано.
Рассмотрим множество HB(X) всех тех гомеоморфизмов из мно-
жества BW (X,X), каждый из которых при любом i ∈ N равномерно
непрерывен на замкнутом шаре Bi ⊂ X вместе со своим обратным го-
меоморфизмом. Напомним, что паратопологической группой называет-
ся множество, наделенное структурой группы и топологией, в которой
отображение произведения непрерывно [32, c. 20].
Теорема 2 [s1].
(i) Пространство (HB(X), δ), наделенное операцией композиции
отображений, является паратопологической группой, непрерывно дей-
ствующей на пространстве X.
(ii) Если для каждого i ∈ N шар Bi ⊂ X связен, то (HB(X), δ)
— топологическая группа, непрерывно действующая на пространстве
X.
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Доказательство теоремы 2.
(i) Пусть для каждого n ∈ N
f, ϕ, fn, ϕn ∈ HB(X).
Кроме того,
lim
n→∞
δ(fn, f) = 0, lim
n→∞
δ(ϕn, ϕ) = 0.
В силу свойства 1 достаточно доказать, что для каждого i ∈ N
lim
n→∞ δi(fn ◦ ϕn)i, (f ◦ ϕ)i) = 0.
Фиксируем i ∈ N, тогда для любых x, y ∈ Bi получим
D(ϕn(Bi)) = sup{|ϕn(x)ϕn(y)| : x, y ∈ Bi} ≤
sup{|ϕn(x)ϕ(x)|+ |ϕn(y)ϕ(y)|+ |ϕ(x)ϕ(y)| : x, y ∈ Bi} ≤
2δi(ϕn,i, ϕi) +D(ϕ(Bi)).
Следовательно, найдется такое s ∈ N, что для каждого n ∈ N
ϕn(Bi) ⊂ Bs, ϕ(Bi) ⊂ Bs.
Кроме того,
δi((fn ◦ ϕn)i, (f ◦ ϕn)i) ≤ sup{|fn(y)f(y)| : y ∈ ϕn(Bi)} ≤
sup{|fn(y)f(y)| : y ∈ Bs} = δs(fn,s, fs)→ 0
при n → ∞. Предположим, что для любого числа A > 0 существует
такое n0 ∈ N, что для каждого n > n0
δi((f ◦ ϕn)i, (f ◦ ϕ)i) > A > 0.
Тогда существует такая последовательность (xn)n∈N, что для каждого
n > n0
|(f ◦ ϕn(xn))(f ◦ ϕ(xn))| > A > 0.
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Но
|ϕn(xn)ϕ(xn)| ≤ sup{|ϕn(x)ϕ(x)| : x ∈ Bi} = δi(ϕn,i, ϕi)→ 0
при n → ∞ и отображение f ∈ HB(X) равномерно непрерывно на
шаре Bs. Значит,
0 < A < |f(ϕn(xn))f(ϕ(xn))| → 0
при n → ∞. Получили противоречие. Следовательно, существует под-
последовательность (ϕk)k∈N последовательности (ϕn)n∈N такая, что
δi((f ◦ ϕk)i, (f ◦ ϕ)i)→ 0
при k →∞. Утверждение (i) следует теперь из свойства 1 и неравенств:
δi((fk ◦ ϕk)i, (f ◦ ϕ)i) ≤ δi((fk ◦ ϕk)i, (f ◦ ϕk)i) + δi((f ◦ ϕk)i, (f ◦ ϕ)i) ≤
δs(fk,s, fs) + δi((f ◦ ϕk)i, (f ◦ ϕ)i).
(ii) Из первой части теоремы следует, что достаточно доказать сле-
дующее утверждение: если для каждого n ∈ N
fn ∈ HB(X) и lim
n→∞
δ(fn, id) = 0,
то
lim
n→∞
δ(f−1n , id) = 0.
Фиксируем i ∈ N, тогда найдется такое n0 ∈ N, что для каждого n > n0
δi+1(fn,i+1, idi+1) = sup{|fn(x)x| : x ∈ Bi+1} <
ε = min{ri, ri+1 − ri}.
Покажем, что для каждого n > n0
f−1n (Bi) ⊂ Bi+1.
Предположим противное, то есть найдется такое k > n0, для которого
f−1k (Bi) * Bi+1.
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Ясно, что
f−1k (Bi) ∩Bi+1 6= ∅,
поскольку fn(p) ∈ Bi. Кроме того, множество f−1k (Bi) связно, так как
шар Bi связен. Следовательно, найдется точка
z ∈ f−1k (Bi) ∩ (∂Bi+1).
Получаем противоречие, поскольку
|pz| ≤ |pfk(z)|+ |fk(z)z| < ri + ε ≤ ri+1
и z ∈ ◦Bi+1. Таким образом, для каждого n > n0
f−1n (Bi) ⊂ Bi+1.
Кроме того, для каждого n > n0
δi(f
−1
n,i , idi) = sup{|f−1n (x)x| : x ∈ Bi} ≤
sup{|yfn(y)| : y ∈ f−1(Bi)} ≤ sup{|yfn(y)| : y ∈ Bi+1} = δi+1(fn,i+1, idi+1).
Следовательно,
lim
n→∞
δ(f−1n , id) = 0.
Теорема 2 доказана.
Следствие 1 [s1]. Если для каждого i ∈ N шар Bi ⊂ X связен, то
группа липшицевых гомеоморфизмов
LH(X) = {f : X → X : f(X) = X,
∀x, y ∈ X(Af |xy| ≤ |f(x)f(y)| ≤ Bf |xy|, Af , Bf ∈ R+, Af > 0)}
является топологической группой, непрерывно действующей на про-
странстве X.
Замечание 1. В статье [48] Ж. Дьедонне использовал общий под-
ход для введения равномерных структур на группах гомеоморфизмов
хаусдорфовых равномерных пространств. Он, в частности, доказал,
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что введенная им равномерная структура на группе HB(X) опреде-
ляет, в случае связности для каждого i ∈ N шара Bi структуру то-
пологической группы, непрерывно действующей на пространстве X.
Можно показать, что топология, определяемая равномерной струк-
турой Дьедонне на группе HB(X) слабее топологии, определяемой на
этой группе метрикой δ.
3.2 Геодезические отображения специальных геоде-
зических пространств
Пусть метрические пространства (X, ρ), (Y, d) с выделенными семей-
ствами сегментов S и S˜ соответственно, являются U -множествами. Непре-
рывное отображение
f : (X, ρ)→ (Y, d)
назовем геодезическим отображением, если оно отображает сегменты
семейства S в сегменты семейства S˜, то есть f(S) ⊂ S˜.
Будем использовать следующие обозначения.
Если выполнено условие (PG), то K = R, в ином случае K = [0, 1].
G(X, Y ) — множество всех геодезических отображений из простран-
ства (X, ρ) в пространство (Y, d).
Gω(X, Y ) — подмножество множества G(X, Y ), содержащее только
такие геодезические отображения f ∈ G(X, Y ), которые удовлетворяют
условию
f(ωλ(x, y)) = ω˜λ(f(x), f(y))
для всех x, y ∈ X и для каждого λ ∈ K.
Приведем некоторые элементарные свойства геодезических отобра-
жений.
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1. Образ выпуклого множества при геодезическом отображении яв-
ляется выпуклым множеством.
2. Изометрическое отображение
f : (X, ρ)→ (Y, d)
является геодезическим отображением, если f(S) ⊂ S˜.
3. Если множество S˜ замкнуто относительно топологии поточечной
сходимости в множестве всех сегментов пространства (Y, d), последова-
тельность геодезических отображений поточечно сходится к некоторо-
му непрерывному отображению, то это отображение геодезическое.
4. Если пространство (Y, d) удовлетворяет условию (C6), последова-
тельность отображений из множества Gω(X, Y ) поточечно сходится к
некоторому непрерывному отображению, то это отображение принад-
лежит множеству Gω(X, Y ).
5. Если гомеоморфизм f принадлежит множествуG(X, Y ) (Gω(X, Y )),
то обратный гомеоморфизм f−1 принадлежит множеству
G(Y,X) (Gω(Y,X)).
Теорема 1 [s5]. Если f ∈ Gω(X, Y ), то f отображает ограни-
ченные множества в ограниченные множества, то есть Gω(X, Y ) ⊂
CBW (X, Y ).
Доказательство теоремы 1.
Допустим противное. Пусть существует такая ограниченная после-
довательность (xn)n∈N в пространстве X, что
lim
n→∞
d(f(xn), f(p)) =∞,
где p— фиксированная точка изX. Тогда, начиная с некоторого номера
n ∈ N, λn = 1
d(f(xn), f(p))
≤ 1 и lim
n→∞λn = 0.
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Кроме того,
lim
n→∞
ωλn(p, xn) = 0,
поскольку
lim
n→∞
|pωλn(p, xn)| = lim
n→∞
λn|pxn| = 0.
Получили противоречие с условием непрерывности отображения f , по-
скольку
d(f(p), f(ωλn(p, xn))) = d(f(p), ω˜λn(f(p), f(xn))) = λnd(f(p), f(xn)) = 1.
Теорема 1 доказана.
Теорема 2 [s5]. Пусть пространства X, Y удовлетворяют усло-
вию (PG), отображение f : X → Y отображает ограниченные мно-
жества в ограниченные множества и для всех x, y ∈ X; λ ∈ R имеет
место равенство:
f(ωλ(x, y)) = ω˜λ(f(x), f(y)).
Тогда f ∈ Gω(X, Y ).
Доказательство теоремы 2.
Докажем непрерывность отображения f . Пусть для любого n ∈ N
x, xn ∈ X и lim
n→∞ xn = x.
Выберем такую последовательность действительных чисел (kn)n∈N, что
lim
n→∞
kn =∞ и lim
n→∞
(kn|xnx|) = 0.
Тогда
lim
n→∞ |xωkn(x, xn)| = limn→∞(kn|xxn|) = 0.
Кроме того, последовательность (f(ωkn(x, xn)))n∈N ограничена, так как
отображение f отображает ограниченные множества в ограниченные
множества. Следовательно,
lim
n→∞ d(f(xn), f(x)) = limn→∞(k
−1
n d(f(ωkn(x, xn)), f(x))) = 0.
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Таким образом, отображение f непрерывно. Теорема 2 доказана.
Теорема 3 [s5]. Пусть полные метрические пространства X, Y
удовлетворяют условиям (PG), (C6) и все замкнутые шары в этих
пространствах выпуклые. Если сюръекция f принадлежит множе-
ству Gω(X, Y ) , то f — открытое отображение.
Доказательство теоремы 3.
Из представления
X =
∞⋃
n=1
ωn(p, B(p, ε)),
где p ∈ X, ε > 0, имеем
Y =
∞⋃
n=1
ω˜n(f(p), f(B(p, ε))) =
∞⋃
n=1
ω˜n(f(p), f(B(p, ε))),
где черта означает замыкание множества. По известной теореме о ка-
тегориях [74, c. 44] существует такой номер n ∈ N, что множество
ω˜n(f(p), f(B(p, ε)))
содержит непустое открытое множество. Но из условий (PG), (C6) сле-
дует, что для любого z ∈ Y и для каждого λ ∈ R\{0} отображение
ω˜λ(z, ·) : (Y, d)→ (Y, d)
является гомеоморфизмом. Поэтому множество
f(B(p, ε))
содержит открытое множество V 6= ∅. Кроме того,
f(B(p, ε)) = f(ω1/2(B(p, ε), ω−1(p, B(p, ε)))) =
ω˜1/2(f(B(p, ε)), ω˜−1(f(p), f(B(p, ε))))⊃ ω˜1/2(V, ω−1(f(p), V )).
Последнее множество содержит точку f(p) и открыто, поскольку в силу
условий (PG), (C6) для каждого λ ∈ R открыто отображение
ω˜λ : (Y, d)× (Y, d)→ (Y, d).
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Выберем числа
εk = ε2
−k, k ∈ {0, 1, 2, . . .}.
Из приведенных выше рассуждений следует, что найдутся такие веще-
ственные числа
δk > 0, k ∈ {0, 1, 2, . . .}, что lim
k→∞
δk = 0
и для всех x ∈ X, k ∈ {0, 1, 2, . . .}
f(B(p, εk)) ⊃ B(f(x), δk).
Пусть x0 ∈ X, y ∈ B(f(x0), δ0). Тогда найдется такая точка
x1 ∈ B(x0, ε0), что d(f(x1), y) < δ1.
Следовательно,
y ∈ B(f(x1), δ1).
Повторяя это рассуждение, построим такую последовательность (xk)k∈N,
что для каждого k ∈ N
xk+1 ∈ B(xk, εk), y ∈ B(f(xk), δk).
Эта последовательность фундаментальная, поскольку для всех k ∈
{0, 1, 2, . . .}, l ∈ N
|xkxk+l| ≤ |xkxk+1|+ · · ·+ |xk+l−1xk+l| <
εk + · · ·+ εk+l−1 = ε21−k(1− 2−l).
Но пространство X полное, поэтому последовательность (xk)k∈N схо-
дится к некоторому пределу x ∈ X. Кроме того,
y = lim
k→∞
f(xk) = f(x),
поскольку отображение f непрерывно. Таким образом,
B(f(x0), δ0) ⊂ f(B(x0, 3ε))
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так как точка y из B(f(x0), δ0) произвольная и
|x0x| = lim
k→∞
|x0xk| ≤ 2ε < 3ε.
Теперь нетрудно заметить, что отображение f открытое. Теорема 3 до-
казана.
Следствием свойства 5 и теоремы 3 является
Теорема 4 [s5]. Пусть полные метрические пространства X, Y
удовлетворяют условиям (PG), (C6) и все замкнутые шары в этих
пространствах выпуклые. Если отображение f из множества Gω(X, Y )
биективно, то обратное отображение f−1 принадлежит множеству
Gω(Y,X).
Теорема 5 [s5]. Пусть полные метрические пространства X, Y
удовлетворяют условиям (PG), (C6) и (fα)α∈A — семейство отобра-
жений из множества Gω(X, Y ). Если для каждого x ∈ X множество
{fα(x) : α ∈ A}
ограничено, то
lim
x→p
fα(x) = fα(p)
равномерно относительно α ∈ A.
Доказательство теоремы 5.
Пусть заданы ε > 0, p ∈ X. Очевидно, что для каждого n ∈ N
множество
Xn = {x ∈ X; d(fα(x), fα(p)) ≤ nε, α ∈ A}
замкнуто в пространстве X и
X =
∞⋃
n=1
Xn.
По теореме о категориях [74, c. 44] существует такое натуральное число
n0, что для некоторого x0 ∈ Xn0 и некоторого δ > 0
B(x0, δ) ⊂ Xn0.
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В силу условий (PG), (C6) для любого z ∈ X и для каждого λ ∈ R\{0}
отображение
ω˜λ(z, ·) : X → X
является гомеоморфизмом. Поэтому x сходится к x0 тогда и только
тогда, когда
y = ω1/n0(p, ω1/2(ω−1(p, x0), x))
сходится к p. Но если |xx0| < δ, то
d(fα(y), fα(p)) =
1
n0
d(fα(ω1/2(ω−1(p, x0), x)), fα(p)) ≤
1
n0
{d(ω˜1/2(fα(ω−1(p, x0)), fα(x)), fα(ω−1(p, x0)))+d(fα(ω−1(p, x0)), fα(p))} =
1
n0
{1
2
d(fα(ω−1(p, x0)), fα(x)) + d(fα(ω−1(p, x0)), fα(p))} ≤
1
2n0
{d(fα(p), fα(x)) + 3d(fα(ω−1(p, x0)), fα(p))} =
1
2n0
{d(fα(p), fα(x)) + 3d(fα(p), fα(x0))} ≤ 2ε.
Следовательно, если y сходится к p, то fα(y) сходится к fα(p). Теорема
5 доказана.
Пусть (ri)i∈N — неограниченная строго возрастающая последователь-
ность положительных вещественных чисел и для каждого i ∈ N Bi =
B[p, ri]— замкнутый шар с центром в точке p ∈ X, радиуса ri. Из тео-
ремы 1 следует, что
Gω(X, Y ) ⊂ (CBW (X, Y ), δ)
и значит на множестве Gω(X, Y ) можно задать индуцированную мет-
рику δ
δ(f, ϕ) =
∞∑
i=1
2−i
sup{d(f(x), ϕ(x)) : x ∈ Bi}
1 + sup{d(f(x), ϕ(x)) : x ∈ Bi} ,
для всех f, ϕ ∈ Gω(X, Y ).
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Обозначим через Hω(X) множество всех тех гомеоморфизмов из
множества Gω(X,X), каждый из которых при любом i ∈ N равномер-
но непрерывен на замкнутом шаре Bi ⊂ X вместе со своим обратным
гомеоморфизмом.
Из теорем 1, 3.1.2 следует
Теорема 6 [s5]. Метрическое пространство (Hω(X), δ), наделенное
операцией композиции отображений, является топологической груп-
пой, непрерывно действующей на пространстве (X, ρ).
3.3 Полнота и собственность некоторых пространств
отображений с метрикой Буземана
Рассмотрим множество Φ(X, Y ) всех непрерывных отображений
f : (X, ρ)→ (Y, d),
удовлетворяющих следующему условию: для любых x, y ∈ X имеет
место неравенство
d(f(x), f(y)) ≤ Bfe|xy|,
гдеBf — неотрицательная константа. Очевидно, что множествоΦ(X, Y )
содержит подмножество Const(X, Y ) всех постоянных отображений из
X в Y . Кроме того, в нем содержится множествоHB(X, Y, α) всех отоб-
ражений, удовлетворяющих равномерному условию Гельдера с фикси-
рованными показателем α ∈ (0, 1] и коэффициентом B ∈ R+, то есть
HB(X, Y, α) = {f : (X, ρ)→ (Y, d) : ∀x, y ∈ X(d(f(x), f(y)) ≤ B|xy|α)},
где B ∈ R+, α ∈ (0, 1] — фиксированные константы. Фиксируем точку
p ∈ X и зададим метрику δp на множестве Φ(X, Y ), введенную Бузе-
маном для группы изометрий [25, с. 30]:
δp(f, ϕ) = sup{d(f(x), ϕ(x))e−|px| : x ∈ X},
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для всех f, ϕ ∈ Φ(X, Y ). Приведем в лемме 1 некоторые элементарные
свойства перечисленных множеств и метрики.
Лемма 1 [s2].
(i) Для любых p, q ∈ X δp — метрика и для любых f, ϕ ∈ Φ(X, Y )
справедливы неравенства
e−|pq|δp(f, ϕ) ≤ δq(f, ϕ) ≤ e|pq|δp(f, ϕ),
то есть метрика δp липшицево эквивалентна метрике δq.
(ii) Для любого p ∈ X метрическая топология пространства
(Φ(X, Y ), δp) является совместно непрерывной и больше компактно-
открытой топологии.
(iii) Для любого p ∈ X и для любого W ∈ Σ(Y ) отображение
вычисления в точке x ∈ X
Ex : (Const(X,W ), δp)→ (W, d), Ex(f) = f(x)
является изометрией и
Const(X,W ) = Const(X,W ),
где в левой части замыкание выполнено в пространстве (Φ(X, Y ), δp).
(iv) Для любого p ∈ X множество HB(X, Y, α) замкнуто в про-
странстве (Φ(X, Y ), δp).
Доказательство леммы 1.
(i) Для каждого p ∈ X и для любых f, ϕ ∈ Φ(X, Y ) конечность
расстояния δp(f, ϕ) следует из неравенств:
δp(f, ϕ) ≤ sup{(d(f(x), f(p))+d(f(p), ϕ(p))+d(ϕ(p), ϕ(x)))e−|px| : x ∈ X} ≤
Bf + Bϕ + d(f(p), ϕ(p)).
215
Определение метрики нетрудно проверить непосредственно. Для лю-
бых p, q ∈ X липшицева эквивалентность метрик δp, δq устанавливает-
ся c помощью неравенства:
δp(f, ϕ) ≤ sup{d(f(x), ϕ(x))e−|qx|+|pq| : x ∈ X} = e|pq|δq(f, ϕ),
а также последующих замен p на q и q на p.
(ii) Пусть
x, x0 ∈ X, f, f0 ∈ Φ(X, Y ).
Из неравенств
d(f(x), f0(x0)) ≤ d(f(x), f0(x)) + d(f0(x), f0(x0)) ≤
e|xx0|δx0(f, f0) + d(f0(x), f0(x0))
следует, что отображение вычисления
Ω : Φ(X, Y )×X → Y, Ω(f, x) = f(x)
непрерывно. Поэтому для любого p ∈ X метрическая топология про-
странства (Φ(X, Y ), δp) является совместно непрерывной и больше
компактно-открытой топологии [52, с. 290-292].
(iii) Пусть x ∈ X, f, ϕ ∈ Const(X,W ) и для любого z ∈ X
f(z) = yf , ϕ(z) = yϕ.
Первое утверждение следует из равенств:
d(Ex(f), Ex(ϕ)) = d(f(x), ϕ(x)) = sup{d(yf , yϕ)e−|pz| : z ∈ X} = δp(f, ϕ).
Второе утверждение нетрудно проверить, используя утверждение (ii).
(iv) Это следствие утверждения (ii) и определения множества
HB(X, Y, α). Лемма 1 доказана.
Теорема 1 [s2]. Если (Y, d) — полное метрическое пространство,
p ∈ X, то
(HB(X, Y, α), δp)
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— полное метрическое пространство.
Доказательство теоремы 1.
Пусть p ∈ X и последовательность (fn)n∈N пространства H(X, Y, α)
фундаментальная, то есть для каждого ε > 0 найдется такое n0 ∈ N,
что для всех n, m > n0
δp(fn, fm) < ε. (1)
Тогда для всех n, m > n0 и для любого x ∈ X
d(fn(x), fm(x))e
−|px| < ε.
Поэтому последовательность (fn(x))n∈N пространства Y фундаменталь-
ная при фиксированном x ∈ X. В силу полноты пространства Y опре-
делено отображение
f : X → Y, f(x) = lim
n→∞ fn(x).
Тогда f ∈ H(X, Y, α), поскольку для всех x, y ∈ X
d(f(x), f(y)) = lim
n→∞ d(fn(x), fn(y)) ≤ B|xy|
α.
В неравенстве (1) ε не зависит от x, поэтому, переходя в его левой части
к пределу при m → ∞ и вычисляя точную верхнюю грань, получим
для любого n > n0
δp(fn, f) ≤ ε.
Следовательно,
lim
n→∞ δp(fn, f) = 0
и (HB(X, Y, α), δp) — полное метрическое пространство. Теорема 1 до-
казана.
Теорема 2 [s2]. Если (X, ρ) — собственное метрическое простран-
ство, то топология пространства (HB(X, Y, α), δp) совпадает как с
топологией поточечной сходимости, так и с компактно-открытой
топологией.
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Доказательство теоремы 2.
Пусть p ∈ X. В силу утверждения (ii) леммы 1 достаточно дока-
зать следующее утверждение: если для любого f ∈ HB(X, Y, α и любой
последовательности (fn)n∈N пространства H(X, Y, α)
lim
n→∞
d(fn(x), f(x)) = 0
для каждого x ∈ X, то
lim
n→∞
δp(fn, f) = 0.
Докажем это утверждение методом от противного. Пусть это утвер-
ждение неверно. Тогда найдутся подпоследовательность (fl)l∈N после-
довательности (fn)n∈N, последовательность (xl)l∈N пространства X и
константа A > 0 такие, что
d(fl(xl), f(xl))e
−|pxl| > A. (2)
Рассмотрим два случая.
1. Допустим сначала, что последовательность (xl)l∈N неограничена.
Тогда в силу собственности пространства X найдется такая подпосле-
довательность (xt)t∈N последовательности (xl)l∈N, что
lim
t→∞
|pxt| =∞.
Кроме того,
d(ft(xt), f(xt))e
−|pxt| ≤ {d(ft(xt), ft(p)) + d(ft(p), f(p))+
d(f(p), f(xt))}e−|pxt| ≤ d(ft(p), f(p)) + 2B|xtp|αe−|pxt| → 0
при t→∞. Учитывая неравенство (2), получили противоречие.
2. Допустим теперь, что последовательность (xl)l∈N ограничена. То-
гда в силу собственности пространства X найдется такая подпоследо-
вательность (xk)k∈N последовательности (xl)l∈N и точка x ∈ X, что
lim
k→∞
|pxk| = 0.
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Кроме того,
d(fk(xk), f(xk))e
−|pxk| ≤ d(fk(xk), fk(x))+d(fk(x), f(x))+d(f(x), f(xk)) ≤
d(fk(x), f(x)) + 2B|xkx|α → 0
при k →∞. Учитывая неравенство (2), снова получили противоречие.
Теорема 2 доказана.
Напомним, что замкнутое непрерывное отображение метрических
пространств, прообразы точек которого компактны, называется совер-
шенным отображением [84, с. 277].
Теорема 3 [s2]. Если (X, ρ), (Y, d) — собственные метрические
пространства, то (HB(X, Y, α), δp) — собственное метрическое про-
странство, а отображение вычисления в точке p ∈ X
Ep : (HB(X, Y, α), δp)→ (Y, d), Ep(f) = f(p)
сюръективно и совершенно. Если, кроме того, (Y, d) — компактное
пространство, то (HB(X, Y, α), δp) — компактное пространство.
Доказательство теоремы 3.
1. Пусть p ∈ X и последовательность (fn)n∈N пространства
(HB(X, Y, α), δp) ограничена. Тогда для любого x ∈ X ограничена по-
следовательность (fn(x))n∈N пространства Y . Для любого ε > 0 выбе-
рем δ = ε при B = 0 и
δ =
( ε
B
)1/α
при B > 0 так, что для любого n ∈ N
d(fn(x), fn(y)) ≤ B|xy|α < ε,
как только |xy| < δ для x, y ∈ X. Следовательно, последовательность
(fn)n∈N равностепенно равномерно непрерывна в пространствеX (опре-
деление см. в [25, с. 20]). В силу условий теоремы 3 и теоремы 2.17
[25, с. 20] найдется подпоследовательность (fl)l∈N последовательности
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(fn)n∈N, поточечно сходящаяся к равномерно непрерывному отображе-
нию
f : X → Y.
Кроме того, f ∈ HB(X, Y, α), поскольку для всех x, y ∈ X
d(f(x), f(y)) = lim
l→∞
d(fl(x), fl(y)) ≤ B|xy|α.
Из теоремы 2 следует теперь, что
lim
l→∞
δp(fl, f) = 0.
и пространство (HB(X, Y, α), δp) собственное.
2. Ясно, что отображение Ep сюръективно и непрерывно. Поэто-
му для каждого ϕ ∈ HB(X, Y, α) множество E−1p (ϕ(p)) замкнуто. Из
доказательства утверждения (i) леммы 1 следует, что для каждого
θ ∈ E−1p (ϕ(p))
δp(ϕ, θ) ≤ 2B.
Следовательно, множествоE−1p (ϕ(p)) компактно, как замкнутое и огра-
ниченное множество в собственном пространстве (HB(X, Y, α), δp). Пусть
y ∈ Y и (ϕn)n∈N такая последовательность в замкнутом множестве Z
пространства (HB(X, Y, α), δp), что
lim
n→∞
d(ϕn(p), y) = 0.
Последовательность (ϕn)n∈N ограниченная, поскольку последователь-
ность (ϕn(p))n∈N сходится и для фиксированного ψ ∈ HB(X, Y, α) для
каждого n ∈ N
δp(ϕn, ψ) ≤ 2B + d(ϕn(p), ψ(p)).
В силу собственности пространства (HB(X, Y, α), δp) найдутся подпо-
следовательность (ϕl)l∈N последовательности (ϕn)n∈N и отображение
ϕ ∈ HB(X, Y, α) такие, что
lim
l→∞
δp(ϕl, ϕ) = 0.
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Кроме того,
d(ϕ(p), y) ≤ d(ϕ(p), ϕl(p)) + d(ϕl(p), y)→ 0
при l →∞. Следовательно,
Ep(ϕ) = ϕ(p) = y и ϕ ∈ Z,
поскольку множество Z замкнуто. Таким образом, Ep — замкнутое
отображение, прообразы точек из Y у которого компактны, то есть
это отображение совершенное.
3. Если пространство (Y, d) компактно, то D(M) < +∞ и любая
последовательность (fn)n∈N пространства (HB(X, Y, α), δp) ограничена.
Используя доказательство первой части, получим, что пространство
(HB(X, Y, α), δp) компактно. Теорема 3 доказана.
3.4 Пространство всех подобий метрического про-
странства с метрикой Буземана
Напомним некоторые определения.
Сюръекция f : (X, ρ) → (Y, d) называется подобием с коэффициен-
том подобия σf > 0, если для любых x, y ∈ X
d(f(x), f(y)) = σf |xy|.
Sim(X, Y ) — множество всех подобий из метрического пространства
(X, ρ) на метрическое пространство (Y, d). Sim(X) = Sim(X,X).
Подобие f называется собственным подобием (изометрией), если
σf 6= 1 (σf = 1).
Iso(X, Y ) — множество всех изометрий из метрического простран-
ства (X, ρ) на метрическое пространство (Y, d). Iso(X) = Iso(X,X).
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Неподвижная точка собственного подобия называется центром по-
добия, а множество всех центров подобий пространства X обознается
Cen(X).
В следующей лемме 1 установлены некоторые простые геометриче-
ские свойства группы подобий метрического пространства.
Лемма 1 [s2].
(i) Отображение
σ : (Sim(X), ◦)→ R∗+, σ(f) = σf
является непрерывным гомоморфизмом в группу положительных ве-
щественных чисел R∗+ со стандартной операцией умножения, ядро
которого есть группа изометрий.
(ii) Для любых
p ∈ X; f, ϕ ∈ Sim(X, Y ); θ ∈ Sim(Y ), ψ ∈ Iso(X)
имеют место равенства
δp(f ◦ ψ, ϕ ◦ ψ) = δψ(p)(f, ϕ), δp(θ ◦ f, θ ◦ ϕ) = σθδp(f, ϕ).
(iii) Множества Cen(X), X\Cen(X) инвариантны относительно
действия группы Sim(X) на пространстве X.
(iv) Если группа Sim(X) действует транзитивно на полном мет-
рическом пространстве X, то и группа Iso(X) действует транзи-
тивно на пространстве X.
Доказательство леммы 1.
(i) Пусть x, y ∈ X различны, f , ϕ ∈ Sim(X, Y ) произвольные.
Тогда
d(f ◦ ϕ(x), f ◦ ϕ(y)) = σfσϕ|xy|.
Следовательно,
σ(f ◦ ϕ) = σ(f)σ(ϕ).
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Последнее утверждение очевидно. Докажем непрерывность σ. Пусть
lim
n→∞ δp(fn, f) = 0,
где f , fn ∈ Sim(X, Y ) для любого n ∈ N. Тогда для любого x ∈ X
lim
n→∞
d(fn(x), f(x)) = 0.
Следовательно, для любых различных x, y ∈ X
lim
n→∞
σ(fn)|xy| = lim
n→∞
d(fn(x), fn(y))
= d(f(x), f(y)) = σ(f)|xy| и lim
n→∞
σ(fn) = σ(f).
(ii) Нетрудно проверить непосредственно.
(iii) Пусть x ∈ Cen(X), то есть найдется собственное подобие f
такое, что f(x) = x. Тогда для каждого ψ ∈ Sim(X)
σ(ψ ◦ f ◦ ψ−1) = σ(f).
Следовательно, ψ ◦ f ◦ ψ−1 собственное подобие. Кроме того,
ψ ◦ f ◦ ψ−1(ψ(x)) = ψ(x).
Таким образом, ψ(x) ∈ Cen(X).
(iv) Пусть x, y ∈ X. Тогда найдется такое подобие f ∈ Sim(X),
что f(x) = y. Рассмотрим нетривиальный случай, когда подобие f
собственное. Тогда в силу полноты пространства найдется такая точ-
ка z ∈ X, что f(z) = z. Кроме того, найдется такое подобие g, что
g(x) = z. Тогда
σ(f ◦ g−1 ◦ f−1 ◦ g) = 1 и f ◦ g−1 ◦ f−1 ◦ g(x) = y.
Лемма 1 доказана.
Теорема 1 [s2]. Если (X, ρ), (Y, d) — полные метрические про-
странства, то пространства
(Sim(X, Y ) ∪ Const(X, Y ), δp), (Iso(X, Y ) ∪ Const(X, Y ), δp)
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— полные.
Доказательство теоремы 1.
Пусть последовательность (fn)n∈N пространства
(Sim(X, Y ) ∪ Const(X, Y ), δp) фундаментальная. Рассуждая так же,
как и в доказательстве теоремы 3.3.1, получим отображение f ∈ Φ(X, Y )
такое, что
lim
n→∞
δp(fn, f) = 0
и для любых x, y ∈ X
d(f(x), f(y)) = lim
n→∞
d(fn(x), fn(y)) = lim
n→∞
σfn|xy| = σf |xy|.
Возможны следующие два случая.
1. Если σf = 0, то f ∈ Const(X, Y ).
2. Если σf > 0, то найдется такое N ∈ N, что σfn > 0 для каждого
n > N и fn ∈ Sim(X, Y ). Пусть z ∈ Y , n > N , тогда
lim
n→∞
|f−1n (z)p| = lim
n→∞
(σ−1fn d(z, fn(p))) =
1
σf
d(z, f(p).
Следовательно, последовательность
(xn = f
−1
n (z))n∈N
ограничена. Кроме того, для каждого ε > 0 найдется такое N1 ∈ N, что
для каждого n > N1
d(fn(xn), f(xn))e
−|pxn| = d(zn, f(xn))e−|pxn| < ε.
Поэтому
lim
n→∞
f(xn) = z.
Последовательность (xn)n∈N фундаментальная, так как для любых n, m ∈
N
|xnxm| = 1
σf
d(f(xn), f(xm)).
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Следовательно, эта последовательность сходится к некоторой точке y ∈
X и
f(y) = f( lim
n→∞
xn) = lim
n→∞
f(xn) = z.
Таким образом, отображение f сюръективно и f ∈ Sim(X, Y ). Заме-
тим, что множество Iso(X, Y ) замкнуто в пространстве (Sim(X, Y ) ∪
Const(X, Y ), δp) и поэтому полное метрическое пространство. Теорема
1 доказана.
Теорема 2 [s2]. Если метрическое пространство (X, ρ)— собствен-
ное, то топология пространства (Sim(X, Y )∪Const(X, Y ), δp) совпа-
дает как с топологией поточечной сходимости, так и с компактно-
открытой топологией.
Замечание 1.Можно показать, что топология метрического про-
странства (Sim(X), δ) совпадает с топологией, определяемой на груп-
пе подобий Sim(X) для каждой точки p метрикой Буземана δp [s2].
Доказательство теоремы 2.
Пусть для всех n ∈ N, x ∈ X
ϕn, ϕ ∈ Sim(X, Y ) ∪ Const(X, Y ) и lim
n→∞
d(ϕn(x), ϕ(x)) = 0.
Тогда для любых x, y ∈ X
lim
n→∞ σϕn|xy| = limn→∞ d(ϕn(x), ϕn(y)) = d(ϕ(x), ϕ(y)) = σϕ|xy|.
Следовательно, найдется такая константа B ≥ 0, что для каждого n ∈
N
σϕn ≤ B и σϕ ≤ B.
Дальнейшие рассуждения аналогичны рассуждениям, приведенным в
доказательстве теоремы 3.3.2. Теорема 2 доказана.
Теорема 3 [s2]. Если метрические пространства (X, ρ), (Y, d) —
собственные, то пространство (Sim(X, Y ) ∪ Const(X, Y ), δp) — соб-
ственное. Если кроме того, пространство (X, ρ) — компактно, то
пространство (Sim(X, Y ) ∪ Const(X, Y ), δp) — компактно.
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Доказательство теоремы 3.
Пусть последовательность (fn)n∈N пространства
(Sim(X, Y ) ∪ Const(X, Y ), δp) ограничена. Тогда для каждого x ∈ X
последовательность (fn(x))n∈N ограничена. Кроме того, для всех
n ∈ N; q ∈ Y ; x, y ∈ X
σfn|xy| = d(fn(x), f(n(y)) ≤ d(fn(x), q) + d(q, fn(y)).
Поэтому последовательность (σfn)n∈N ограничена. Дальнейшие рассуж-
дения аналогичны рассуждениям, приведенным в доказательстве тео-
ремы 3.3.3, если учесть теорему 2 и доказательство теоремы 1. Теорема
3 доказана.
Теорема 4 [s1], [s2].
(i) (Sim(X), δp) — топологическая группа, действующая непрерыв-
но на пространстве X.
(ii) Группы подобий Sim(X) и изометрий Iso(X) с метрикой δ
являются топологическими группами, непрерывно действующими на
пространстве X.
Замечание 1. Доказательство того факта, что (Iso(X), δp) —
топологическая группа, действующая непрерывно на пространстве
X, известно (см. [14]).
Доказательство теоремы 4.
(i) Пусть p ∈ X, для каждого n ∈ N
f, g, fn, gn ∈ Sim(X) и lim
n→∞
δp(fn, f) = 0, lim
n→∞
δp(gn, g) = 0.
Рассмотрим неравенство
δp(fn ◦ gn, f ◦ g) ≤ δp(fn ◦ gn, fn ◦ g) + δp(fn ◦ g, f ◦ g) =
σfnδp(gn, g) + sup{|fn(y)f(y)|e−σg−1 |g(p)y| : y ∈ X}.
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По утверждению (i) леммы 1 первое слагаемое в правой части стре-
мится к нулю при n→∞. Докажем методом от противного, что и вто-
рое слагаемое стремится к нулю. Пусть, напротив, найдется подпосле-
довательность (fl)l∈N последовательности (fn)n∈N, последовательность
(xl)l∈N пространстваX и константа A > 0 такие, что для каждого l ∈ N
|fl(xl)f(xl)|e−σg−1 |g(p)xl| > A.
Тогда для каждого l ∈ N
0 < A < |fl(xl)f(xl)|e−σg−1 |g(p)xl| ≤ {|fl(xl)fl(g(p))|+
|fl(g(p))f(g(p))|+ |f(g(p))f(xl)|}e−σg−1 |g(p)xl| =
{(σfl + σf)|xlg(p)|+ |fl(g(p))f(g(p))|}e−σg−1|g(p)xl|. (1)
1. Пусть последовательность (xl)l∈N неограничена. Значит, найдется
такая подпоследовательность (xt)t∈N последовательности (xl)l∈N, что
lim
t→∞
|xtg(p)| =∞.
Тогда правая часть неравенства (1) после замены xl на xt стремится к
нулю при t→∞. Получаем противоречие.
2. Пусть последовательность (xl)l∈N ограничена, то есть найдется
такая константа c > 0, что |pxl| < c для каждого l ∈ N. Тогда для
каждого ε > 0 найдется такое N ∈ N, что
δp(fl, f) < ε, 0 < A < |fl(xl)f(xl)|e−σg−1 |g(p)xl| ≤
|fl(xl)f(xl)| < εe|pxl| < εec
при l > N . Снова получили противоречие. Следовательно,
lim
n→∞
δp(fn ◦ gn, f ◦ g) = 0.
Кроме того,
lim
n→∞
δp(f
−1
n , f
−1) = lim
n→∞
(σf−1n δp(id, fn◦f−1)) = limn→∞(
1
σfn
δp(f◦f−1, fn◦f−1)) = 0.
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Непрерывность действия группы Sim(X) на пространстве X следует
из неравенства:
|f(x)f0(x0)| ≤ |f(x)f0(x)|+ |f0(x)f0(x0)| ≤ δx0(f, f0)e|xx0| + σf0|xx0|
для всех
x, x0 ∈ X f, f0 ∈ Sim(X).
(ii) Согласно теореме 3.1.2 необходимо доказать лишь следующее утвер-
ждение: если для каждого n ∈ N
fn ∈ Sim(X) lim
n→∞
δ(fn, id) = 0,
то
lim
n→∞
δ(f−1n , id) = 0.
В силу свойства 3.1.2 получим для любого x ∈ X
lim
n→∞
|fn(x)x| = 0.
Следовательно, для любых x, y ∈ X
lim
n→∞ σfn|xy| = limn→∞ |fn(x)fn(y)| = |xy|,
lim
n→∞
σfn = 1, lim
n→∞
σf−1n = limn→∞
1
σfn
= 1.
Кроме того, для каждого i ∈ N
lim
n→∞
δi(f
−1
n,i , idi) = limn→∞
sup{|f−1n (x)x| : x ∈ Bi} =
lim
n→∞
(σf−1n sup{|xfn(x)| : x ∈ Bi}) =
lim
n→∞
σf−1n δi(fn,i, idi) = 0.
Осталось применить свойство 3.1.1. Теорема 4 доказана.
Теорема 5 [s2]. Пусть пространство (X, ρ) — полное. Тогда верны
следующие утверждения.
(i) Если Cen(X) = X, то
Sim(X) = Sim(X) ∪ Const(X,X),
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где замыкание выполняется в пространстве (Φ(X,X), δp).
(ii) Если Cen(X) 6= ∅, X, то
Cen(X) ⊂ ∂(Cen(X)) и Sim(X) = Sim(X) ∪ Const(X, ∂(Cen(X))).
(iii) Если Cen(X) = ∅, то Sim(X) = Sim(X) = Iso(X).
Доказательство теоремы 5.
(i) Пусть p ∈ X, ψ ∈ Const(X,X), то есть найдется такое x0 ∈ X =
Cen(X), что ψ(x) = x0 для любого x ∈ X. Пусть f такое собственное
подобие с коэффициентом σf < 1, что f(x0) = x0. Тогда для всех k ∈
N, x ∈ X
|xf k(x)| ≤ |xx0|+ |x0f k(x)| = (1 + σkf)|xx0|.
Последовательность (fn)n∈N — фундаментальная, поскольку для лю-
бых n, k ∈ N
δp(f
n, fn+k) = σnf δp(id, f
k) ≤ σnf sup{|xf k(x)|e−|px| : x ∈ X} ≤
σnf sup{(1 + σkf)|x0x|e−|px| : x ∈ X} ≤ σnf (1 + σkf)(1 + |px0|).
По теореме 1 найдется такое ϕ ∈ Sim(X) ∪ Const(X,X), что
lim
n→∞
δp(f
n, ϕ) = 0.
Но для любого x ∈ X
lim
n→∞
|fn(x)ψ(x)| = lim
n→∞
|fn(x)x0| = 0.
Поэтому для любого x ∈ X
ϕ(x) = lim
n→∞
fn(x) = ψ(x) и ϕ = ψ.
(ii) Пусть ψ ∈ Const(X,X) ∩ Sim(X), то есть найдутся такое x0 ∈
X и последовательность (fn)n∈N пространства Sim(X), что для любого
x ∈ X
ψ(x) = x0 и lim
n→∞ δp(f
n, ψ) = 0.
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Следовательно, для любого x ∈ X
lim
n→∞
|fn(x)ψ(x)| = lim
n→∞
|fn(x)x0| = 0.
Если x ∈ Cen(X), то по утверждению (iii) леммы 1 fn(x) ∈ Cen(X)
для любого n ∈ N. Следовательно, x0 ∈ Cen(X).
Если x ∈ X\Cen(X), то по утверждению (iii) леммы 1 fn(x) ∈
X\Cen(X) для любого n ∈ N. Следовательно, x0 ∈ (X\Cen(X)). По-
этому
x0 ∈ ∂(Cen(X)) и ψ ∈ Const(X, ∂(Cen(X))).
Заметим также, что
Cen(X) ⊂ ∂(Cen(X)).
Действительно, если y ∈ Cen(X), то найдется такое собственное подо-
бие f , что для каждого x ∈ X
lim
n→∞
|fn(x)y| = 0.
Тогда y ∈ ∂(Cen(X)), поскольку по утверждению (iii) леммы 1: если
x ∈ ∂(Cen(X)), то для любого n ∈ N
fn(x) ∈ ∂(Cen(X)).
Пусть
ψ ∈ Const(X, ∂(Cen(X))) ⊂ Const(X,Cen(X)) = Const(X,Cen(X)).
Докажем, что
Const(X,Cen(X)) ⊂ Sim(X).
Действительно, если ϕ ∈ Const(X,Cen(X)), то найдется такое x0 ∈ X,
что для каждого x ∈ X
ϕ(x) = x0 ∈ Cen(X).
Следовательно, найдется такое собственное подобие f , что для каждого
x ∈ X
lim
k→∞
|f k(x)ϕ(x)| = lim
k→∞
|f k(x)x0| = 0.
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Повторяя доказательство пункта (i), получим
lim
n→∞ δp(f
n, ϕ) = 0.
Следовательно,
ϕ ∈ Sim(X) и Const(X, ∂(Cen(X))) ⊂ Sim(X).
(iii) Это следствие теоремы 1 (см. также [25, с. 32]). Теорема 5 до-
казана.
Пример.
Пусть X — замкнутое полупространство вещественного гильбертова
пространства l2 с граничной гиперплоскостью X0, содержащей нулевой
вектор. Тогда нетрудно проверить, что
Cen(X) = ∂(Cen(X)) = X0, Sim(X) = Sim(X) ∪ Const(X,X0).
3.5 Два аналога слабой сходимости в специальном
метрическом пространстве
Пусть в метрическом пространстве (X, ρ) выделено семейство Sp сег-
ментов с общим началом в точке p ∈ X, удовлетворяющее следующему
условию (A11).
(A11) Для каждой точки x ∈ X найдется единственный сегмент
[p, x] ∈ Sp с концами p и x.
Нам понадобятся также некоторые дополнительные условия на про-
странство X.
(A12) Пусть пространство X удовлетворяет условию (A11). Суще-
ствует такое семейство ориентированных прямых Sˆp пространства, про-
ходящих через точку p, что каждый невырожденный ориентированный
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сегмент [p, x] из семейства Sp содержится в единственной ориентирован-
ной прямой из Sˆp, ориентация которой определяется этим сегментом.
Пусть∆OAB — треугольник в евклидовой плоскости с длинами сто-
рон
||OA|| = |px|, ||OB|| = |py|, ||AB|| = |xy|,
где p, x, y ∈ X.
γ(OA,OB) — величина угла при вершине O в треугольнике ∆OAB.
γ¯(x, y) = lim
||OA||→0, ||OB||→0
γ(OA,OB)
— верхний угол между сегментами [p, x], [p, y] ∈ Sp пространства X
удовлетворяющего условию (A11) [16].
Пусть для любого y ∈ X
ψy : X → R, ψy(x) = |px||py| cos γ¯(x, y)
при x ∈ X\{p} и ψy(x) = 0 при x = p или y = p.
Ψp(X) = {ψy : X → R : y ∈ X}.
(A13) Пространство X удовлетворяет условию (A1) и все замкну-
тые шары пространства X строго выпуклые.
(A14) ПространствоX удовлетворяет условию (A11) и тождествен-
ное отображение подпространства (X\{p}, ρ) на псевдометрическое про-
странство (X\{p}, γ¯) является непрерывным.
Отметим, что пространство (X\{p}, γ¯) является псевдометрическим
в силу известных свойств верхнего угла между сегментами с общим
концом и условие (A14) выполняется для полных пространств неполо-
жительной кривизны по А. Д. Александрову, являющихся областями
RK при K ≤ 0 [16].
Пусть выполняются условия (A12 − A13) и L ∈ Sˆp, тогда для лю-
бой точки x ∈ X cуществует единственная точка PL(x) [25, c. 22] и
232
определено отображение
ϕL : X → R, ϕL(x) = εL(x)|pPL(x)|,
где εL(x) равняется 0, 1 или −1, если соответственно PL(x) = p, сегмент
[p, PL(x)] и ориентированная прямая L сонаправлены, сегмент [p, PL(x)]
и ориентированная прямая L противоположно направлены. Введем сле-
дующие обозначения:
Φp(X) = {ϕL : X → R : L ∈ Sˆp};
Fp(X) = {f : X → R : f(p) = 0, ||f || = sup{|f(x)||px| : x 6= p} < +∞};
FCp(X) = {f ∈ Fp(X) : f — непрерывно}.
Ψˆp(X) (Φˆp(X)) — замкнутая линейная оболочка множества Ψp(X)
(Φp(X)) в линейном нормированном пространстве (Fp(X), ||.||).
Отметим, что FCp(X) является замкнутым линейным подпростран-
ством в банаховом пространстве (Fp(X), ||.||). Это непосредственное
следствие теоремы 1 из [31, c. 181] и следствия 2 теоремы 2 из [31,
c. 184].
Лемма 1 [s15].
(i) Пусть пространство X удовлетворяет условию (A14). Тогда
Ψp(X) ⊂ FCp(X) и ψ(ωλ(p, x)) = λψ(x) для любых ψ ∈ Ψˆp(X), λ ∈ R+,
x ∈ X.
(ii) Пусть пространство X удовлетворяет условиям (A12), (A13).
Тогда Φp(X) ⊂ FCp(X).
(iii) Пусть пространство X удовлетворяет условию (A11) и для
любых x, y ∈ X\{p} из условия γ¯(x, y) = 0 следует, что один из
сегментов [p, x], [p, y] ∈ Sp принадлежит другому сегменту. Тогда
для любых различных x, y ∈ X найдется такая точка z ∈ X\{p},
что ψz(x) 6= ψz(y).
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(iv) Пусть пространство X удовлетворяет условиям (A12), (A13)
и для всех x ∈ X, L ∈ Sˆp
|pPL(x)| ≤ |px|.
Тогда для любых различных x, y ∈ X найдется L ∈ Sˆp такое, что
ϕL(x) 6= ϕL(y).
Доказательство леммы 1.
(i) Для любого y ∈ X непрерывность функции ψy следует из непре-
рывности метрики ρ, косинуса и условия (A14). Кроме того, ||ψy|| = 0
при y = p и
||ψy|| = sup{|py| cos γ¯(x, y) : x 6= p} = |py| < +∞
при y 6= p. Второе утверждение нетрудно получить из определений
Ψˆp(X), ωλ(p, x), ψy
для y ∈ X.
(ii) Утверждение следует из равенств
|ϕL(x)− ϕL(y)| = |εL(x)|pPL(x)| − εL(y)|pPL(y)|| = |PL(x)PL(y)|
и непрерывной зависимости PL(x) ∈ L от x ∈ X [25, c. 22].
(iii) Докажем методом от противного. Пусть найдутся различные
x, y ∈ X такие, что ψz(x) = ψz(y) для каждого z ∈ X\{p}. Если x = p
(y = p), то при z = y (z = x) найдем
0 = ψz(p) = ψz(z) = |pz|2.
Получили противоречие. Если x 6= p, y 6= p, то из предположения и
равенств
ψx(x) = |px|2 = ψx(y) = |px||py| cos γ¯(x, y),
ψy(y) = |py|2 = ψy(x) = |px||py| cos γ¯(x, y),
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следует x = y. Получили противоречие.
(iv) Докажем методом от противного. Пусть найдутся различные
x, y ∈ X такие, что для каждого L ∈ Sˆp ϕL(x) = ϕL(y). Если x = p
(y = p), то при L = Ly (L = Lx), где ориентация прямой Ly, содержа-
щей точку y, определяется сегментом [p, y] ∈ Sp (аналогично для Lx),
найдем
0 = ϕLy(p) = ϕLy(y) = |py| (0 = ϕLx(p) = ϕLx(x) = |px|).
Получили противоречие. Если x 6= p, y 6= p, то
ϕLx(x) = |px| = ϕLx(y) = εLx(y)|pPLx(y)| ≤ |py|,
ϕLy(y) = |py| = ϕLy(x) = εLy(x)|pPLy(x)| ≤ |px|.
Следовательно,
PLx(y) = x, PLy(x) = y, |px| = |py|.
Пусть λ ∈ (0, 1). Тогда из полученных равенств, неравенства
|pPLx(ωλ(x, y))| ≤ |pωλ(x, y)|
и строгой выпуклости шара B[p, |px|] получим
|pPLx(ωλ(x, y))| ≤ |pωλ(x, y)| < |px|.
Но
PLx(ωλ(x, y)) = x, PLωλ(x,y)(x) = ωλ(x, y) и |px| = |pωλ(x, y)|.
Получили противоречие. Лемма 1 доказана.
Последовательность (xn)n∈N пространстваX, удовлетворяющего усло-
вию (A14), назовем ψ-сходящейся к точке x ∈ X, если для каждого
ψ ∈ Ψˆp(X)
lim
n→∞ψ(xn) = ψ(x).
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Последовательность (xn)n∈N пространстваX, удовлетворяющего усло-
виям (A12), (A13), назовем ϕ-сходящейся к точке x ∈ X, если для каж-
дого ϕ ∈ Φˆp(X)
lim
n→∞ϕ(xn) = ϕ(x).
Следующие теоремы 1, 2 аналогичны соответствующим теоремам 1, 2
из [54, с. 225-227] о свойствах слабо сходящихся последовательностей в
нормированном пространстве.
Теорема 1 [s15].
(i) Если последовательность (xn)n∈N пространства X, удовлетво-
ряющего условию (A14), ψ-сходится к точке x ∈ X, то она ограниче-
на.
(ii) Если последовательность (xn)n∈N пространства X, удовле-
творяющего условиям (A12), (A13), ϕ-сходится к точке x ∈ X, то
она ограничена.
Доказательство теоремы 1.
Рассмотрим в пространстве Ψˆp(X) (Φˆp(X)) для всех k, n ∈ N за-
мкнутые множества
Akn = {f : |f(xn)| ≤ k}, Ak =
∞⋂
n=1
Akn.
Для каждого f ∈ Ψˆp(X) (f ∈ Φˆp(X)) последовательность (f(xn))n∈N
ограничена, так как последовательность (xn)n∈N ψ-сходится (ϕ-сходится).
Тогда
Ψˆp(X) =
∞⋃
k=1
Ak (Φˆp(X) =
∞⋃
k=1
Ak).
По теореме Бэра [54, c.83] найдется замкнутое множество Ak0, плотное
в некотором замкнутом шаре
B[f0, r] ⊂ Ψˆp(X) (B[f0, r] ⊂ Φˆp(X))
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и, следовательно, содержащее этот шар. Рассмотрим отображение
pi1 : X → Ψˆ∗p(X), pi1(y)(f) = f(y)
(pi2 : X → Φˆ∗p(X), pi2(y)(f) = f(y)).
Тогда последовательность
(pi1(xn))n∈N ((pi2(xn))n∈N)
ограничена на шаре B[f0, r] и, следовательно, на каждом шаре про-
странства Ψˆp(X) (Φˆp(X)). Кроме того, ||ψy|| = |py| для каждого y ∈ X.
Следовательно,
||pi1(xn)|| = sup{|ψ(xn)|||ψ|| : ψ 6= 0} = |pxn|
и последовательность (xn)n∈N ограничена. Отметим, что для каждой
ориентированной прямой L ∈ Sˆp имеют место неравенства
1 ≤ ||ϕL|| ≤ 2,
поскольку первое неравенство очевидно, а второе следует из определе-
ния нормы и неравенств
|pPL(x)| ≤ |px|+ |xPL(x)| ≤ 2|px|
для каждого x ∈ X. Следовательно,
||pi2(xn)|| = sup{|ϕ(xn)|||ϕ|| : ϕ 6= 0} ≥
|pxn|
2
и последовательность (xn)n∈N ограничена. Теорема 1 доказана.
Теорема 2 [s15]. Пусть последовательность (xn)n∈N ограничена в
пространстве X, x ∈ X. Тогда верны следующие утверждения.
(i) Если пространство X удовлетворяет условию (A14) и для каж-
дого y ∈ X
lim
n→∞ψy(xn) = ψy(x),
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то последовательность (xn)n∈N ψ-сходится к точке x ∈ X.
(ii) Если пространство X удовлетворяет условиям (A12), (A13) и
для каждого L ∈ Sˆp
lim
n→∞ϕL(xn) = ϕL(x),
то последовательность (xn)n∈N ϕ-сходится к точке x ∈ X.
Из утверждений (i), (ii) леммы 1 и теоремы 2 получим следствия 1,
2.
Следствие 1 [s15]. Если последовательность (xn)n∈N простран-
ства X, удовлетворяющего условию (A14) (условиям (A12), (A13)), схо-
дится к точке x ∈ X, то она ψ-сходится (ϕ-сходится) к точке
x ∈ X.
Следствие 2 [s15]. Если пространство X, удовлетворяет усло-
вию (A14) ( условиям (A12), (A13)), то Ψˆp(X) ⊂ FCp(X) (Φˆp(X) ⊂
FCp(X)).
Доказательство теоремы 2.
Пусть f из линейной оболочки множества
Φp(X) ⊂ Φˆp(X) (Ψp(X) ⊂ Ψˆp(X)).
Тогда в силу условия теоремы 2
lim
n→∞ f(xn) = f(x).
Для произвольного элемента
f ∈ Φˆp(X) (f ∈ Ψˆp(X))
найдется последовательность (fn)n∈N из линейной оболочки множества
Φp(X) ⊂ Φˆp(X) (Ψp(X) ⊂ Ψˆp(X))
такая, что
f = lim
n→∞ fn.
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Выберем такую константу M > 0, чтобы для каждого n ∈ N
|pxn| ≤M, |px| ≤M.
Для каждого ε > 0 найдется такое число K ∈ N, что для каждого
k ≥ K
||f − fk|| < ε
6M
.
Фиксируем k ≥ K. Тогда найдется такое натуральное число N , что для
каждого n ≥ N
|fk(xn)− fk(x)| < ε
2
.
Следовательно, для каждого n ≥ N
|f(xn)− f(x)| ≤ |f(xn)− fk(xn)|+ |fk(xn)− fk(x)|+ |fk(x)− f(x)| ≤
||f − fk||(|px|+ |pxn|) + ε
2
< ε.
Теорема 2 доказана.
Пусть пространствоX удовлетворяет условию (A14). Последователь-
ность (ψn)n∈N пространства Ψˆp(X) назовем слабо сходящейся к ψ ∈
Ψˆp(X), если для каждого x ∈ X
lim
n→∞
ψn(x) = ψ(x).
Пусть пространство X удовлетворяет условиям (A12), (A13)). После-
довательность (ϕn)n∈N пространства Φˆp(X) назовем слабо сходящейся
к ϕ ∈ Φˆp(X), если для каждого x ∈ X
lim
n→∞
ϕn(x) = ϕ(x).
Следующая лемма 2 аналогична соответствующей теореме 1* из [54, с.
230].
Лемма 2 [s15]. Если X — полное метрическое пространство, удо-
влетворяющее условию (A14) ( условиям (A12), (A13)), и последова-
тельность (ψn)n∈N ((ϕn)n∈N) пространства Ψˆp(X) (Φˆp(X)) слабо схо-
дится к ψ ∈ Ψˆp(X) (ϕ ∈ Φˆp(X)), то эта последовательность ограни-
чена на некотором шаре пространства X.
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Доказательство леммы 2.
Для всех n, k ∈ N рассмотрим замкнутые множества
Akn = {x ∈ X : |ψn(x)| ≤ k} (Akn = {x ∈ X : |ϕn(x)| ≤ k}),
Ak =
∞⋂
n=1
Akn.
Для каждого x ∈ X последовательность
(ψn(x))n∈N ((ϕn(x))n∈N)
ограничена, так как последовательность
(ψn)n∈N ((ϕn)n∈N)
пространства Ψˆp(X) (Φˆp(X)) слабо сходится. Тогда
X =
∞⋃
k=1
Ak.
По теореме Бэра [54, c.83] найдется замкнутое множество Ak0 плотное в
некотором замкнутом шаре B[x0, r] пространства X и, следовательно,
содержащее этот шар. Значит, последовательность
(ψn)n∈N ((ϕn)n∈N)
ограничена на этом шаре. Лемма 2 доказана.
Пример 1.
Нетрудно проверить, что в вещественном гильбертовом простран-
стве X последовательность (xn)n∈N ⊂ X ψ-сходится (ϕ-сходится) к точ-
ке x ∈ X тогда и только тогда, когда она слабо сходится к точке x ∈ X.
Пример 2.
Пусть X — открытый шар единичного радиуса с центром в нулевом
векторе вещественного гильбертова пространства V с метрикой
ρ : X ×X → R+, |xy| = kArch
(
1− (x, y)
((1− x2)(1− y2))1/2
)
,
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где (x, y) — скалярное произведение векторов x, y ∈ X, k > 0 констан-
та. Это бесконечномерный вариант модели Бельтрами – Клейна геомет-
рии Лобачевского [66, с. 48]. Пусть p = 0 ∈ X. Нетрудно проверить, что
в пространстве Лобачевского (X, ρ) последовательность (xn)n∈N про-
странства X ψ-сходится (ϕ-сходится) к точке 0 ∈ X (x ∈ X) тогда и
только тогда, когда она слабо сходится к этой точке в пространстве V .
Кроме того, последовательность (xn)n∈N пространства X ψ-сходится к
точке x ∈ X\{0} тогда и только тогда, когда последовательность(
ρ(0, xn)xn
||xn||
)
n∈N
слабо сходится к точке
ρ(0, x)x
||x||
в пространстве V . Отметим также, что условия (A11 − A14) верны в
пространстве Лобачевского (X, ρ).
Пусть ε > 0. Введем следующие множества
Wx1,...,xN ; ε = {ϕ ∈ Φˆp(X) :
|ϕ(xk)|
|pxk| < ε, k = 1, . . . , N},
где точки x1, . . . , xN отличны от точки p.
Vx1,...,xN ; ε = {ψ ∈ Ψˆp(X) : |ψ(xk)| < ε, k = 1, . . . , N}.
Если выбрать множества
Vx1,...,xN ; ε (Wx1,...,xN ; ε)
в качестве сиcтемы окрестностей нуля в пространстве Ψˆp(X) (Φˆp(X)),
то они определят топологию τψ (τϕ) в этом пространстве. Это аналоги ∗-
слабой топологии в сопряженном банаховом пространстве ([54], c.230).
Следующая теорема 3 аналогична теореме 4 из [54, с. 232-234].
Теорема 3 [s15]. Пусть (X, ρ) — сепарабельное метрическое про-
странство и B[0, 1] — замкнутый шар с центром в нуле, радиуса 1 в
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пространстве Ψˆp(X) (Φˆp(X)). Тогда топология в B[0, 1], индуцирован-
ная топологией τψ (τϕ), сильнее топологии, определенной с помощью
метрики
d : B[0, 1]×B[0, 1]→ R+,
d(f, g) =
∞∑
n=1
2−n|(f − g)(xn)| (d(f, g) =
∞∑
n=1
2−n
|(f − g)(xn)|
|pxn| ),
где
{xn}n∈N ({xn}n∈N, xn 6= p)
— фиксированное счетное всюду плотное множество в замкнутом
шаре B[p, 1] ⊂ X (пространстве X).
Доказательство теоремы 3.
Нетрудно проверить, что d является метрикой, удовлетворяющей
условию
d(f + h, g + h) = d(f, g) для всех f, g, f + h, g + h ∈ B[0, 1]).
Следовательно, достаточно проверить, что любой открытый шар
Qε = {f : d(f, 0) < ε}
в пространстве Ψˆp(X) (Φˆp(X)) содержит пересечение замкнутого шара
B[0, 1] с некоторой окрестностью нуля в топологии τψ (τϕ). Выберем
такое натуральное число N , что 2−N < ε/2 и рассмотрим следующую
окрестность нуля в топологии τψ (τϕ)
V = Vx1,...,xN ; ε/2 = {f : |f(xk)| < ε/2, k = 1, . . . , N}
(W =Wx1,...,xN ; ε/2 = {f :
|f(xk)|
|pxk| < ε/2, k = 1, . . . , N}).
Пусть
f ∈ B[0, 1] ∩ V (f ∈ B[0, 1] ∩W ).
Тогда
d(f, 0) =
N∑
n=1
2−n|f(xn)|+
∞∑
n=N+1
2−n|f(xn)| ≤ ε
2
N∑
n=1
2−n +
∞∑
n=N+1
2−n < ε
242
(d(f, 0) =
N∑
n=1
2−n
|f(xn)|
|pxn| +
∞∑
n=N+1
2−n
|f(xn)|
|pxn| ≤
ε
2
N∑
n=1
2−n+
∞∑
n=N+1
2−n < ε).
Следовательно,
B[0, 1] ∩ V ⊂ Qε (B[0, 1]∩W ⊂ Qε).
Теорема 3 доказана.
Теорема 4 является следующим шагом в получении достаточных
условий на пространство X для аналога теоремы Банаха-Алаоглу [72,
c. 80].
Теорема 4 [s15]. Пусть Up — окрестность точки p ∈ X и в мно-
жестве
P =
∏
x∈X
Dx,
где
Dx = {α ∈ R : |α| ≤ λ(x)} и λ(x) ∈ R+
такое, что
x ∈ ωλ(x)(p, Up),
задана топология произведения τ . Тогда топология τψ на подмноже-
стве
K = {ψ ∈ Ψˆp(X) : ∀x ∈ Up (|ψ(x)| ≤ 1)} ⊂ P
совпадает с топологией, индуцированной топологией произведения τ .
Кроме того, замыкание множества K в пространстве (P, τ) принад-
лежит множеству
{f ∈ Fp(X) : ∀x ∈ X, ∀β ∈ R+ (f(ωβ(p, x)) = βf(x)); ∀x ∈ Up (|f(x)| ≤ 1)}.
Замечание.При выполнении условий теоремы Банаха-Алаоглу [72,
c. 80] множествоK замкнуто в пространстве (P, τ). Задача о нахож-
дении структуры подмножества K\K ⊂ (P, τ) в условиях теоремы
4 остается пока нерешенной.
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Доказательство теоремы 4.
Из утверждения (i) леммы 1 следует, что для всех x ∈ X, ψ ∈ K
|ψ(x)| ≤ λ(x).
По теореме Тихонова [72, с. 413] пространство (P, τ) является компакт-
ным. Кроме того,
P = {f : X → R : ∀x ∈ X (|f(x)| ≤ λ(x))}.
Фиксируем ψ0 ∈ K и выберем произвольно
n ∈ N, δ > 0, xi ∈ X при 1 ≤ i ≤ n.
Множества
W1 = {ψ ∈ Ψˆp(X) : |ψ(xi)− ψ0(xi)| < δ, 1 ≤ i ≤ n}
(W2 = {f ∈ P : |f(xi)− ψ0(xi)| < δ, 1 ≤ i ≤ n})
образуют локальную базу топологии τψ (τ) пространства Ψˆp(X) (P ) в
точке ψ0. Тогда
W1 ∩K =W2 ∩K, поскольку K ⊂ Ψˆp(X) ∩ P.
Таким образом, в множестве K топология τψ совпадает с топологией
τ . Пусть f0 принадлежит τ -замыканию множества K. Выберем произ-
вольно
x ∈ X, β ∈ R+ и ε > 0.
Множество всех f ∈ P , для которых
|(f − f0)(x)| < ε, |(f − f0)(ωβ(p, x))| < ε,
является τ -окрестностью точки f0, поэтому множество K содержит хо-
тя бы одну такую точку ψ из этой окрестности. В силу утверждения
(i) леммы 1 получим
|f0(ωβ(p, x))− βf0(x)| = |(f0 − ψ)(ωβ(p, x)) + β(ψ − f0)(x)| < (1 + β)ε.
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Поскольку ε произвольно, то
f0(ωβ(p, x)) = βf0(x) для x ∈ X, β ∈ R+.
Если x ∈ Up и ε > 0, то аналогичное рассуждение показывает, что в
множестве K найдется функция ψ, для которой
|ψ(x)− f0(x)| < ε.
Но |ψ(x)| ≤ 1, следовательно |f0(x)| ≤ 1. Теорема 4 доказана.
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